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PRZEDMOWA. 


Pracę niniejszą w głównych zarysach ułożyłem podczas miesięcy 
Lipca, Sierpnia i Września roku zeszłego. Pierwotnym zamiarem 
moim było ogłosić drukiem w kilku częściach w jednym z zagranicz- 
nych miesięczników. Gdy jednak przesłałem do ocenienia kilka 
kartek tej pracy w zwięzłym wykładzie, otrzymałem w odpowiedzi 


zupełne niezrozumienie teoryi. Sądząc, że brak zainteresowania 
mógł wypływać tylko ze zbyt treściwego wyłożenia urywków, po-. 


stanowiłem wszystkie myśli rozwinąć obszerniej, uzupełnić nowemi 
sp ostrzeżeniami i poddać pod światły i bezstronny sąd p. p. matema- 
tyków; mam nadzieję, że wyniki pracy mojej będą z czasem po- 


"znane i po za obrębem kraju naszego. Przedewszystkiem rozwijam | 


'teoryę różnie dla funkcyj jednej zmiennej, tudzież wielu zmiennych 
niezależnych. O ile wiem, ta teorya nie była dotąd tak szczegóło- 
wo traktowaną, przytem powszechnie znane wzory różnic, jako też 
pochodnych dla wszystkich funkcyj zasadniczych, opuszczam, gdyż 
znależć je można pięknie wyłożone w dziele prof. Folkierskie- 
go, a także i w wielu innych podręcznikach zasad rachunku różnicz- 
kowego. W całej pracy mojej rozwijam myśl, że każdy bez wy- 


jątku wzór, wzięty z rachunku różniczkowego, musi mieć odpowie- | 


dni sobie wzór w rachunku różnic. Myśl ta nie jest nową, jednak 


nigdy nie była tak systematycznie przeprowadzoną przez cały wy- | 


kład, jak w pracy niniejszej; nawet w pochodnych funkcyj jednej 


zmiennej niezależnej nie zwracano zbyt wiele uwagi na tę ciekawą 
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własność. Pogląd taki dał mi możność wprowadzenia pewnych ko- 
niecznych dopełnień w niektórych wzorach rachunku różniczkowego. 

Dalej rozwijam nową teoryę przyrostków wykładniczych 1 na 
tej podstawie wykładam zasady nowego rachunku nieskończenie 
małych, czyli rachunku wykładniczkowego. Przytem daję tło od- 
mienne od tego, które używał Hoene-Wroński, wskutek tego 
rachunek mój zasadniczo różni się od teoryi Wrońskiego, .mi- 
mo pozornego podobieństwa niektórych moich wzorów z wzorami, 
napotykanemi w dziełach wspomnianego wyżej matematyka. Nie- 
długi czas rozstrzygnie, która z teoryi, moja, czy też Hoene- 
Wrońskiego, będzie pożyteczniejszą w matematyce. 

Nadmienię w końcu, że wszelką krytykę ścisłą i bezstronną 
przyjmę z wdzięcznością. 


Płock, dnia 1 stycznia 1896 roku. 


/ 
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|. Teorya różnic. 


Mając daną funkcyę F (x), nazywamy jej różnicą rzędu 1-go wyrażenie: 
(1) AF = F (x+Az) — F (x), 


gdzie Ax oznacza skończony przyrost zmiennej, zaś AF odpowiedni przy- 
rost funkcyi czyli różnicę rzędu 1-go. Podobnie, podług tego samego pra- 
widła, różnicę rzędu 2-go otrzymamy, kładąc w obydwóch wyrazach po dru- 
giej stronie równości (1) r--Az zamiast x i odejmując wartość pierwotną, 
będzie więc 
A? F=F(x+2Ax) — F(c+Ax) — F (x4-Ax) + F (a) 
czyli 
t (83) A? F = F (z--2Av) — 2F (x--Ax) + F(z). 


Oczywista, wzór (2) otrzymaliśmy z (1) wskutek działania, które sym- 
. bolicznie możemy przedstawić tak: 


(3) AAF = AF (x+ Ax) — AF (a). 


Tak samo różnicę rzędu 3-go będziemy mieli, kładąc po drugiej stronie 
równości (2) z--Ax zamiast z i odejmując wartość pierwotną 
MSP = F (x+3Ax) — 2F (x-E2Ax) + F (x4- Az) —- F (x4-2Ax) 
+ 2F(r--Ax) — F (x) 
czyli 
| (4) A3P = (a+3Az) — 3P (c--2A2) + 8.F (44g) — F (x). 


^ 
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Jak widzimy, wzór (4) otrzymaliśmy z (2) za pomocą działania 
(5) A A?F = AF (a--250) — A [2F (c-Ax) | + AF (x), 


co jest łatwem do sprawdzenia. 
Roóżnicą rzędu 4-go będzie podobnie 


(6) A*F=F(x-L4Ar) — 4 F (£4342) + 6F (z--2A2) — 4F(a--Ax) - F(a). 


Nie trudno pisać po kolei wszystkie różnice, ponieważ, jak widzimy, 
spółczynniki liczebne są te same, które spotykamy w dwumianie N e w t o- 
na. Przypuśćmy, że powyższe prawo tworzenia różnic ma miejsce dla 
rzędu k 


Aer Wet bho) + KF Qr EG — 182) > siad 


F (a+(k—2)Az) 
a Fc (A; 
natenczas dla różnicy rzędu k-+-1 będziemy mieli 
NH p NA: F=AF(a+kAcr) — A |kF (x4-(k—1)A2) 


(7) k = 


+a [Ee D r(z--(k— 22) |... +4 F(a). 


Po wykonaniu działań, wskazanych w ostatnim wzorze, łatwo zauwa- 
żymy, że wzmiankowane wyżej prawo tworzenia różnic będzie mieć miejsce 
dla A^ F. Stąd wniosek, że prawo tworzenia różnic jest dla wszystkich 
przypadków dowiedzione. Napiszmy teraz wzór następujący: 


F (x-HnAz) = F (x) + nAF + nt) A FL nes AFH.. 
8 
(8) Ade 


Wzór ten droga stopniowych rugowań J(xJ-kAx), ((*—52..., "=i 
otrzymać można, mając dane wszystkie wyrażenia różnic AF, A?F, „.., A"F. 
Wzór (8) można uzasadnić także i tą przyczyną, że równość (8) jest niczem 
więcej, jak tylko powtórzeniem wszystkich danych nam definicyj różnie. 

Istotnie, kładąc w (8) n=l otrzymamy 


F (z--Ax) = F (x) + AF, 


jest to samo, co (1). 
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Kładąc we wzorze (8) n=2, będziemy mieli 
F (c +2Ad0) = F(x) E2AF--A2?F, 


wyrugowawszy tutaj AF przy pomocy (1), otrzymamy związek, który przy- 
jęliśmy za określenie różnicy drugiej i t. d. Dowodzenie ogólnej prawdziwo- 
ści wzoru (8) znanem jest dobrze w wykładach zasad rachunku różniczkowe- 
go, z tego powodu dowodzenie to pomijamy. 

Dalej, niech będzie dana funkcya dwóch zmiennych niezależnych 


(9) f = f (x, y). 
Różnicą zupełną rzędu 1-go będzie 
(10) Af = f (aaa, y-FAy) — f (mv), 


gdzie Avi Ay oznaczają przyrostki zmiennych niezależnych, Af odpowiedni 
przyrost funkcyi. Dla różnicy zupełnej rzędu 1-go można dowieść pewnego 
twierdzenia, które będzie zasadniczem w teoryi różnie funkcyj dwóch zmien- 
nych niezależnych. 

Oznaczmy różnicę częściową względem samej zmiennej c tak 


(11) A, f = f (@+Ax, y) — f (%, y), 


tudzież, różnicę częściową względem samej zmiennej y 


(12) A, f = f (£, y+4y) — f (a, y). 


Kladae w (11) y+-Ay zamiast y w obydwóch wyrazach i odciagajac 
wartość pierwotną danej różnicy, otrzymamy różnicę rzędu 2-go, wziętą na- 
samprzód względem z, a potem względem y 


(IB) — A^, f — f (we. y4-N)) — f (2, yay) — f (o 8, y) + f Gs y)- 


To samo wyrażenie moglibyśmy otrzymać z (12), kładąc 1--Av zamiast 
w w obydwóch wyrazach i odciągając ich wartość pierwotną. Z tego wypa- 
da, że 


(14) Mey F= Are f. 


Gdy dodamy odpowiedniemi stronami równania (11), (12) i (13), łatwo 
spostrzeżemy, że 


(15) M = Mf F Ay f+ NS, 


| czyli, różnica zupelna rzędu 1-go funkcyi dwóch zmiennych niezależnych ró- 

wna się sumie trzech różnie częściowych: różnicy rzędu 1-go względem x, wię- 
. cej różnica częściowa rzędu 1-go względem y, więcej różnica częściowa rzędu 
 2-go względem xiy. 
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Jestto twierdzenie zasadnicze, które da nam możność wyprowadzenia 
różnie zupełnych, rzędów wyższych. 
Biorąc różnicę zupełną obu stron równania (15), otrzymamy 
AM, = Af (zz, y+-Ay) — Af (m. y), 
skad na zasadzie (15) bedzie 
A3f — A, f (z-FÀz, y--My) + A, f (z- Az, y--Ay) + AŻ f (tAr, yt-Ay) 
= As f (£, y) — A, f (x, y) — MV (my), 


czyli 


A? f = f (x--23z, y--Ay) — f (x -Az, y--Ay) + f (zr 3M, y4-2Ny) 
— f (z4- Av, y+-Ay) + f£. (2-242, y+-2Ady) — f (c-pXx, y+-2Ay) 
— f (w-+2Aa, y+Ay) + / (cada, y--Ay) — f (TN, y) 
+ £y) — / (x, y+Ay) + F(x,y) — / (Az, y+-Ay) 
+7 (x, yty) + f (om, y) — f (x, y). 
Stąd po łatwem uproszczeniu otrzymamy 
(16) AS — f (0-250, y -2Ay) — 2 f (44x, y--Ay) +7 (v, y). 


Jestto rożnica zupełna rzędu 2-go funkcyi dwóch zmiennych niezale- 
żnych. Napiszemy teraz następujące różnice częściowe: 


Nz f = f (z+2da, y) — 2f (2--Aa, y) +F (6 y), 
Myf = S (x, y-]-2Ay) — Y (x, y--M) + F (Q5 V), 
M f Ef (xA-Ao, y -Ay) — f (x4- Az, y) — f (z, y- Av) FS (2,9), 
Mey f — f (2424x, yt-Ay) — 2 f (wf Ax, y+-Ay) + F (©, YHAY) 
— f (x-4-2Nz, y) + 2f (x--Av, y) — f (x,y), 
AS ua f =F (xr Ax, y4-2Ay) — 2f (z-4- Ax, y+-Ay) + / (Az, y) 
— f (a, y--2Ny) + 2f (x, y+4y) — F(z, y), 
Macny S = J (24-252, y3-2Ay) — 2f (x 4 Av, y2Ay) + f (v, yt-2Ay) 
— J (c+-2A2, y-Ay) + 2f (2+-Aa, y- My) — f (x, y TM) 
— j (z- 2A», yy) + 2f (n-- Nr, n - My) — f (x, yy) 
+S (w+2Ax, y) — 2f (0--Az, y) +S (m, y). 
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Sposób pisania podobnych różnic częściowych nie przedstawia żadnych 
trudności. Stosujemy łatwo prawidła podobne, jak dla (18). 

Po uważnem rozpatrzeniu napisanych powyżej równań, nie trudno spo- 
strzedz nastepujący związek: 


(07) APF Bye fH May fp yy 2355 f > 2A, f > Mes, f. 
Na zasadzie prawa tworzenia sie różnie częściowych można zauważyć 
(18) B og f = AR ga f£. AŻ yx Vr AS; py f, A ona) f = A* gun [A 


Ażeby otrzymać różnicę zupełną rzędu 3-go stosujemy do (16) znowu 
twierdzenie zasadnicze (15) i otrzymamy nasamprzód 


AM f = M (0-240, y4-2dy) — A [27 (c+-Aa, y43-M)] + AF (x,y), 
następnie 
AS = Aa f (424x, y+-2Ay) + A, / (2424r, y--2dy) 
+ Aty f (2-200, y+24y) — A, [27 (z4-Az, y--Ay)] 
— Ay [27 (r4-Az, y--Ay)] — A?,, [27 (FAx, y+-Ay)] 
+ A, f (my) + A, f (x, y) + AS, f (1,y). 


Zastępując w ostatniem każdą z różnic częściowych jej wartością, 
otrzymamy po uproszczeniu 


NF = f (434x. y-LBAy) — 3f (r+2A2, y+-2Ay) 
+ 9f (zx Az, y+-Ay) — f (2, y)- 


Drogą podobną, jak powyżej, daje się wyprowadzić związek pomiędzy 
różnicą zupełną rzędu 3-go i odpowiedniemi różnicami częściowemi: 


(19) 


AM = Boies f+ 3 Asoy / +3 Bzy FT Muf MG 


+ 6 A rag f + 3 A zywy ia + 34 CRU YY fh a 3 Meo yy f T AM roo quu "E f 


(20) 


Dalej, otrzymamy także różnicę zupełną rzędu 4-go: 
A f — f (x--AMr, y AM) — 4 f (r--3Ąa, y+3Ay) + 
+ 6 f (x--2 Xx, yt+2Ay) — 4 f (Aa, y+Ay) + f (a, y), 


(21) 
tudzież, jej związek z różnicami częściowemi: 


http://rcin.org.pl 


A 


ay 


zm "JA E 


20), +. RUY 


Pat f--124 


2/8), (2) 


FOS ght Ay onl te A: 


z, ye) 2), 4 


"LAM 


alt), (9) f +4 


$34 


A ai yO 26), y ( of 


: DZE yJ-kAy) — 


Heg, (a+ [k—2] Az, y + [k—2] Ay) — p cd (2, y) 


kze A zawierający różnice częściowe; 


WS Ra | cq GEO [+ 
E alk) a(k—1), y J 1.3 glk—2), y(2) Z 


k k 
FA „aj E MS 
934 s REJ 
y eS (k A 2) 4 t+ z 


E 9 


D, 6 54 


Ab a (1), 0) 


Das fF, S | 


a ?), y 4— 1) 


Us C diy 
D ) (3) IPA A 


k^ 


[p 


+2 k42 | jg 
eia -D A, E tsa al +... 


LORI, ` ?k—2 - "n 3 
$ KĘ 3 e, y= -9 7 mie > a" uos afk), yer fe 


JAR 


s ^ E +k S R: AFM pa ax] a 


| zk), yo! 


k 9 | iD nt ENS 
Dowieść można, że gdy wzór napisany ma miejsce dla A* f, natenczas, - 
stosując symbol A do każdego wyrazu, zauważymy po uproszczeniu, że wzór 
będzie także prawdziwym i dla 4**' f, czyli, że wzór ten jest zawsze praw- 
dziwy. 
Możemy oprócz tego napisać i dowieść wzór: 
n ins 


f (c--nAx, y+-nAy) = f (2, y) -++ nAf + ——— = A? f 


(25) 


e n cr e AM fe. af 


Wzór ten obejmuje wszystkie definicye różnic zupełnych, jest to więc 
tylko dedukcya, czyli najogólniejsza definicya wszystkich różnic zupełnych. 
W rzeczy samej, kładąc w ostatnim wzorze n=l, otrzymamy różnicę zupeł- 
ną rzędu 1-go, kładąc n=2, otrzymamy różnicę zupełną rzędu 2-go i t. d., 
kładąc n=k, otrzymamy różnicę rzędu k. 

Przejdźmy teraz do fankcyj trzech zmiennych niezależnych. 

Metoda postępowania pozostanie tą samą, jak poprzednio, lecz wzory 
odpowiednie będą więcej złożone. 

Niech będzie funkcya trzech zmiennych niezależnych 

PI f(D, Ye). 

Różnicą zupełną rzędu 1-go będzie 


(26) AP = F(x-EXr, y--Ay, 2-+-Az) — F (x, y, 2). 
Napiszmy następujące różnice częściowe: 


A, F = F (x+Az, y, 2) — F(a, y, z), 
A, F = F (a, y--Ay, 2) — F (x,y, 2), 
A, F= F (x, y, 2442) — F(a, y, 2), 
A?,, F = F (244x, y+-Ay, 2) — F (x, y+Ay, 2) — F (a--Aa, y, 2) 
+ F(z, y, 2), 
A?,. F = F (#-+-Ax, y, 24-Az) — F (x, y, z-Az) — F (x--Aa, y, 2) 
+ F (2, y, 2), 
A3,. F = F (x, y+Ay, 24 -MX) — F (a, y, 2+Az) — F (v, y+-Ay, z) 
] + F(a, y, 2), 
AM, y. = F (0--A2, y+-Ay, 24-A2) — F (a, y--M, 24-A2) 
— F (z--Xv, y, 24-42) + F (x, y, z4-Az) — F (w-Ax, y+-Ay, 2) 
+ F (a, y+-Ay, z) ++ F (x4 - Ao, y, z) — F(a, y, 2). 


(26a) 
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Jako następstwo symetrycznego kształtu tych różnie wypada prawo 
symbolów 


(27) AS, ZNA a m A: PZA, E, Dys F—M., F, Ate: TIEN E PL. 
it. d. 
Dodając odpowiedniemi stronami wszystkie, napisane powyżej, różnice 
częściowe (26a), łatwo otrzymamy 


(28) "AP — A, PLA, F--A, PM, P+ 88, P+ At, F+ At, PF: 


Jestto twierdzenie zasadnicze dla funkcyj trzech zmiennych niezale- 
żnych. Różnica zupełna rzędu 1-go funkcyt trzech zmiennych niezależnych 
równa się sumie trzech różnić częściowych rzędu 1-go względem każdej zmiennej 
zosobna, więcej suma trzech różnic częściowych rzędu 2 go względem każdej pa: 
ry zmiennych, więcej różnica częściowa rzędu 3-go względem wszystkich 
zmiennych. 

Dalej różnicą zupełną rzędu 2-go będzie 


AAF = AF (x--Az, y+Ay, 24-A2) — AF (£, y, 2), 
czyli 
A? F= A, F (r-]-M, y4- M, 2-12) + A, F (x4- M, z - M, 2-+-A2) 
+ A. F (z-- Ar, y+Ay. z-Az) + M,, F (z-]- Mr, y+-Ay, 247M) 
+ A2,. F (zaa, yt-Ay, 2442) + M.F. (xd, y4- M, z+Az) 
+ A’,,: F(rqAx-, y+Ay, z442) — A, F— A, F— ALF — AF 
= At. F — NEE FF — Mey F. 


Zastąpiwszy w powyższem różnice częściowe przez ich wartości, po 
uproszczeniu otrzymamy różnicę zupełną rzędu 2-go w kształcie: 


A? F=F(a--2Ax, y+2Ay, 2-212) — 2F (ada, y-Ay, z-+42) 
(29) 
+ F(x, 2), 


którą podobnie, jak dla dwóch zmiennych niezależnych będziemy mogli wy- 
razić zapomocą różnic częściowych tak: 


http://rcin.org.pl 
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- HH 
A? P= A?) F-+ 2A?,, F--A?,5 F--2N,. F--2N,. P+A?.2) F 
-- 2436), F + 243,12), P +- 243, ,@ P+ 243,0, P+ 2A%, P 
(30 4 243,0 P 648, F -- Mun ys P J- Ato F+- Ao) E 
| + 445,0, y F 444, 9). F + 444,0 P+ 945,0 0, P 
+ 24%0),,,:2) F + 235,,5,.9 P+ A5, ,m 2) P. 

Bardzo łatwo sprawdzić, że wzór powyższy jest rzetelnym, zapomocą 
podstawienia wszystkich wartości różnic częściowych. 

Stosując taką samą metodę dalej, będziemy mieli 

A’ F=F(a--342, y+3Ay, 24-342) — 3F (#-+2Az, y+-2Ay, z--2Az) 
+ 3 F (c--Aa, y-+-Ay, z2-Mz) — F (x, y, z). 

Związek ostatniej różnicy A? F z różnicami częściowemi opuszczamy, 
jako zbyt zawiły, sądząc, że myśl zasadnicza sposobu pisania takich związ- 
ków jest dostatecznie wyjaśnioną. 

Podobnie, jak dla funkcyi dwóch zmiennych niezależnych, będziemy 
mieli wzór 

F (zc--nÀz, y-+ndy, 2-4-nAz) = F (z, y, z) + na P -+ ASB ASB 
(31) 
n (n—1) (n—2) 


F 1.2.3 A3P-L...TLA F. 


Wzór ten obejmuje sobą wszystkie definicye różnie zupełnych i łatwo 
dowieść, że, jeżeli prawdziwym jest dla 


F (1--kAx, y--kAdy, z-kAz), 


natenczas będzie prawdziwym i dla | 


F (x + (k+1) Aw, y + (k+-i) Ay, z + (k--1) Az), 


jest więc ogólnym i prawdziwym zawsze. 

Dalej moglibyśmy wyprowadzić podobne wzory dla różnic funkcyj czte- - 
rech, pięciu i wogóle wielu zmiennych niezależnych lecz, ponieważ kształt 
wzorów staje się coraz bardziej zawiły, ograniczymy się więc tylko przy- 
padkami, powyżej wyłożonemi. 

Dowiedziemy dalej kilku twierdzeń zasadniczych, biorąc dla większej 
ogólności funkcye wielu zmiennych niezależnych. Jednakże wszystkie rozu- - 
mowania, które wyłożymy poniżej, pozostaną bez zmiany, jeżeli zamiast 
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funkcyi wielu zmiennych zechcemy wziąść funkcyę jednéj tylko zmiennej nie- 
zaleźnej. 


Twierdzenie I. Różnica rzędu 1-go pozostaje bez żadnej zmiany, jeżeli 
do funkeyi dodamy stałą dowolną, lub też jakąkolwiek funkeye peryodyczną. 
W rzeczy samej, mając 


BEZTNZA 612) 
i różnicę pierwszą 
(a) Af = f (x Xv, ydy, 2235, .. )— f (2, y, Z, .--), 
utworzymy róznice dla 
K=f,Y,24,...) FE, 
gdzie c oznacza albo stalą dowolną, albo też funkcyę peryodyczną 
(b) OS DA Cup 
W przypadku stałej dowolnej mamy 
Af, = f (cada, y+-Ay, 24-32, ...) H c—f(c,y,2,...) — c; 
skad widoezna, ze | 
Af, — AM. — e.b.d.d. 
W przypadku gdy c oznacza funkcyę peryodyczną (b), będziemy mieli 
Af, = f (Ax, y--M. 24-32, ...) + p (a+Az, y+-Ay, 2-A2,...) 
— [0% Y, 24. .)—9 (yy 2, -* «). 


Ponieważ jednak funkcya peryodyczna œ czynić musi zadość warun- 
kowi 


p (c-4-Az, y4-Ny, 24-37, ...) — 9 (E, Yy 2,...) 
będzie więc i w tym drugim przypadku 


Af, — Af. ed d. 


Kształt funkcyi peryodycznej można zawsze wybrać tak 


= (sin e cos cha sin BU cos ZU sin ane cos oe | 
sd: Ax’ Ac) Ay? dy. Aas Bat sa | : 


gdzie o oznacza funkcyę zupełnie dowolną. 
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Twierdzenie |l. Różnica rzędu 2-go nie podlega żadnej zmianie, gdy do 
funkeyi dodamy wyraz kształtu: z 


a y Z 
io Su TAa aie Pe m T, 


| gdzie py, Pr, Py». . , W oznaczają stałe dowolne lub też jakiekolwiek funkeye 
peryodyczne. i 
Gdy mamy dana funkcyę 


f=f (x, y, Z uia .) 


i jej różnicę pierwszą w kształcie (a, twier. I), natenczas kładąc 

, a y Z 

fy = f (8, Y, 4, ++) Fzz P or ży logement er) 
otrzymamy 


s ; E £ 4 
Mf, = f (ph, yo eM etda ss) ZĘ mi + gy o 


z+Az p y Z 
SE z: Ps +.. „+ V — f (a, yy. ) CM Ag qu tag”? Be oe y. 
czyli po łatwem uproszczeniu będzie 


Af, = f (x-F Av, y+ay, z-+Az, +e) B Pı Yo Pa + P3 A Wet f (z, Y, Zy.. ). 
Stąd różnicę rzędu 2-go otrzymamy, kładąc we wszystkich wyrazach 
x4-Ax zamiast v, y+Ay zamiast y, z+Az zamiast z it. d. i odciągając 
calkowita Wartodé pierwotna, bedzie wiec 
A? f, = f (2424r, y+ 2Ay, z+-2A2,. . . ) — 2f (aaa, yay, 24-82...) | 
+f, Y, Zyros ) $ 


Wyrazy qi Pos Ps, : - « W odejmowaniu zniknąć muszą, gdyż oznaczają 
funkcye peryodyczne. Widzimy więc, że 


WA A 6. b. d.'d. : 
J 

Podobną własność można także dowieść dla wszystkich różnic rzędów 
wyższych, lecz dodane dowolnie wyrazy, zawierające funkcye peryodyczne, 
przybierają kształt coraz bardziej zawiły. 


*) Ax, Ay, Az, . .. są ilości stałe, często bywa dogodniej oznaczać je.przez h,k,l,.. — 
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Nie mogąc zbyt rozszerzać dziełka niniejszego, ograniczymy się tylko 
na przypadkach, roztrząsanych powyżej. 


Twierdzenie Ill. Różnica jakiegokolwiek rzędu iloczynu funkeyi przez 
ilość stałą równa się iloczynowi stałej przez różnicę tego samego rzędu funkcyt. 


Niech będzie dana funkcya 
[EO y SS) 
i różnica rzędu A: 
At f=f(z--kAa,y--k Ay, z+ k Az,...) 
— kf (x + (k—1) Av, y + (k—1) Ay, z + (k—1) Az,...) 


an k T f (x + (k—2) Ax, y + (k—2) Ay, z + (k—2) Az, :..) — ... 


XC cond CWA O ST AE 


Podobnie bedziemy mieli 


A* (af) = af (x+-kAx, y--kAy, z--kAz, . . .) 
— k af (c + (k—1) Ax y + (k—1) Ay, z + (k—1) Az,...) 4... 
AE Qiu Ue reris) 
gdzie a jest ilość stała. Wziąwszy a za nawias we wszystkich wyrazach 
ostatniego równania, łatwo zauważymy, że 
AC (GZ GATS e. «b. dd. 
Twierdzenie IV. Różnica sumy funkcyj danych równa się sumie takich 
samych różnie wszystkich funkcyj. 
Niech będzie dana suma 
8 — PF (2, Y, 2,...) | Fz(0,Yy,2,..-)--.-- ln (7, Y, 2+ 2 
Różnica rzędu k będzie, jak wiemy, taka: 
A&s—F, (x--kAw,y+-kAy,z--kAz,...) -+ Fy (xd-kAz,24-kMy,z--kAMz, ...) 37... 
+... + Fa (x+hkAa, y--kAy, 2 + kaz, ...) +... 
— k [F, (x + (k—1) Az, y + (k—1) Ay, z -+ (k—1) Az, ...) 
<> F, (z ZP (k—1) Av, y P (k—1) Ay, Z ^E (k—1) Az,.. ) 


+... LF, (0 + (k—1) Ax, y + (k—1) Ay, z + (k—1) Az, ...)] +... 
V oko AG, M pis 22) cb PRAWY, ZWOJE Vos FR Des KAKA 
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. Po uporządkowaniu wyrazów powyższego równania tak, ażeby naprzód 
_ napisane były te wyrazy, które zawierają F, potem wszystkie te, które za- 
! wierają F, i t. d., zauważymy, że 


A s = At FR LA*F;,+...--AFP,. c. b. d. d. 
Przejdziemy teraz do oznaczenia różnicy iloczynu dwóch funkcyi da- 
nych. 
Niech dany będzie iloczyn 
(A) u =f(x,y,2,...). F(0,y,2,...). 
Wiemy, że różnicę powyższego iloczynu można napisać tak 
‘Au = f («1+-Mu, ydy, 24-32, ...). P (x -Mr, y-+Ay, z4-M, ...)—f.F; 


Dalej wiemy także, iż 


f (2-40), y4-M, 4z, ...) =f HAF, 


B 
(5) F (a--Ax, y+-Am, c4-Az,...) = FAP. 
Podstawiwszy te wartości w równanie (A), otrzymamy 
Aw = (f--Af) (FAF) — f.F 
czyli 


A (f.F) — f. AF -- F. Af + A. AF. 


Jestto różnica rzędu 1-go iloczynu funkcyj danych. 
Napiszmy dalej różnicę rzędu 2-go poprzedniego iloczynu «w w kształcie) 


de w = f (x--2Az, y+2Ay, 2-242, ...) . F (1-240, y-|-ZAy, 2+2Az,.. 
— 9f (x4-Az, y-Ay, 2+Az,...). F (cada, y+-Ay, z+-Az, ...) +f.F. 
Wiemy, że (porówn. wzór 31) 


f (x--2Àzx, y--2Ay, 24-257, ...) = f+ 2 Af + M f, 
t F (c--2Ax, y--2y, z4-952, ...) = F--2 AF HA F; 


oprócz tego mamy jeszcze związki (B). Podstawiwszy napisane powyżej 
wartości, oraz wartości (B) w równanie (C), będziemy mieli 


A? w — (FHAA) (FRAP LM) — 2 (f+-Af) (F--AF) + f.F, 
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skąd po łatwem uproszczeniu otrzymamy 
A? (f.F) — f MF--2 M.AF 4- F. f --2 M. MF 4-2 sf. AP 
+ Af. ADF 


Jestto różnica rzędu 2-go iloczynu dwóch funkcyj danych. Tym spo- 
sobem prowadząc dowodzenie dalej, otrzymamy wzór dla różnicy rzędu k 
w następującym kształcie: 


k CZ 

1^, 

Ek A f APP, At f 

(k— ere 
t'en 


At (f. F) — f. At F--kAf. M P+ 


D je f. at? FH, 


+k [17.5 F--(k—10)Mf M PA AS fA P+, 


TF (b—1) Att f. A2 PAP f. A sa 


z [W f,AP-L(k—2)asfAap- © 79) Af. AZP... 
„+ (&—2) 4 f. A* P M Rr 

zp E EU 1) |: fO PER Af. AMI PA f. acr] 
\ 4k [a fA PA AR fL r] LNf.MP 


Przyjmując, że wzór, napisany powyżej, ma miejsce dla A* (f.F) 
i, stosując znowu symbol A do każdego wyrazu, zauważymy po dokonaniu 
uproszczeń, że wzór powyższy będzie prawdziwym dla M (f. F) czyli, że © 
wzór jest ogólnym i prawdziwym zawsze. 
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IL Rachunek różniczkowy. 


Od rachunku różnic przejdziemy do rachunku różniczkowego, robiąc 
jedno ogólne przypuszczenie, że przyrostki zmiennych niezależnych 
Ac, Ay, Az, ... stają się nieskończenie małemi. Oprócz tego rozważać bę- 
dziemy fumkcye ciągłe t. j. takie, których przyrostki stają się ilościami nie- 
skończenie małemi, gdy Av, Ay,-Az,... dążą do zera. Gdyby przyrostki 

_ funkcyj przybierały wartość oo, podczas gdy przyrostki zmiennych niezale- 
żnych byłyby nieskończenie małemi, natenczas mówić będziemy, że funkcya 
ma ciągłość zerwaną. Przedmiotem wszystkich naszych rozumowań, które 
poniżej wyłożymy, będą funkcye ciągłe. 


$ 1. Funkcye jednej zmiennej niezależnej. 
$ Niech daną będzie funkcya 
F= F (2). 
Różniczką rzędu 1-go nazywamy granicę różnicy rzędu 1-go 
| dF = lim AF = lim [F (x--Ax) — F (2)], 
gdy Ax nieograniczenie zdąża do zera. 
Pochodną rzędu 1-go nazywamy granicę stosunku 


F (x--Ax) — F (x) e ] 
ER EC COSE ee 


Az=0 


ER vu : 
lim RZ = lim 


Om powyższą granicę przez = , albo też przez F' (x). 
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Różniczką rzędu 2-go jest granica różnicy rzędu 2-go 
d*F = lim A*F = lim [|F (z4-242) — 2F (z-]- Mr) + F (x)] 


gdy Aw zdąża do zera. 
Widzieliśmy w teoryi różnie, że 


AM = AA, 
oczywista, taka sama zależność istnieć musi i dla granie 
d? F = ddF. 


Dalej, pochodna rzędu 2-go jest granicą stosunku drugiej różnicy funkk- 
cyi do kwadratu Av, gdy Ax zdąża do zera 


. MP, . F(#+2Ax) —23F(x--Ax)-g-F(x)| _ ,,;. 
lim xd lim Lv >] = F (w). 


|dz=0 


Granicę powyższą, zgodnie z poprzedzającem, oznaczać będziemy albbo 
d F 
da? 

Różniczka rzędu 3-go jest granicą różnicy rzędu 3-go 


przez albo też przez F" (x). 


d? F = lim A*F = lim [F (#+3Axr) — 3F (x242) + 3F (x--Ar) — F (2)]], 


gdy Ax dąży do zera. 
Ponieważ dla różnie mieliśmy 


AP = A AF, 
więc i w granicy dla odpowiedniej różniczki istnieć będzie to samo prawo 
dF = d @F. 


Pochodną rzędu 3-go nazywamy granicę stosunku różnicy 3-go rzęddu 
funkcyi danej do sześcianu Ax, gdy Ax zdąża do zera 


Au zin d RP PA HET) —P(z| p (i), 
Az=0 

NE: „waj : : d? pe 
podobnie, jak powyżej, trzecią pochodną oznaczać będziemy albo przez dis 


albo przez F” (x), 
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Wogóle. różniczka k-go rzędu jest granicą k-ej różnicy funkeyi, tu- 
dzież pochodna k-go rzędu jest granicą stosunku k-ej różnicy funkcyi do 
k-ej potęgi Ax, gdy Ax zdąża do zera. 

Gdybyśmy mieli funkeye złożoną w kształcie 


u = f (8a), 
Ln = Pn (Git), Ta = Pn-1 (Xn—2) poor, Lo = Ta (n), 


natenczas, nie rozwiązując układu równań, możemy znaleść pochodną wu 
względem »,. W tym celu napiszmy tożsamość 


Au _ du Ax, Az, 
Acc. Ea V 


przeszedłszy do granie, będziemy mieli 


du du. dx, dis 


| ede: AY ovde 3L 


Jeżeli przyjmiemy Ax dążącem do zera nieskończenie, natenczas za- 
miast wzoru (8) (rozdz. I) będziemy mogli napisać wzór następujący: 


n (n—1) 


F (a-+-ndx) = F (x) + n F' (z) Ax + 1.3 


P" (a) Ax? 


n(n—l)(n—2) n 
+ nae | p" (x) Avi... 


Uważając Ax jako ilość nieskończenie małą, zrobiliśmy w (8) zamiany 


AF A? F 
Wan An" BEF ae Aa +1 
AF iod Ar, AF Ap Act = DG 'd. 
Od ostatniego wzoru przejść bardzo łatwo do wzoru Taylora, kła- 


dac lou ca 
n 


W tym przypadku bedziemy mieli: 


h [h— ås 


h 
F (24h) = F (a) + Lr (x). Ae + tL e set 


E" (x) Ax? 


l h h—Ax h—2Ax "t A Zi 
T rar E| ui Ax JF (w) ài? +... 


http://rcin.org.pl 


20 


(i) F(z+h) = F(x) +h F' (2) + X F" (c) + TEG PO oy e 5,7 


æ oznacza zmienną, h przyrostek. 

Pierwsza strona tego wzoru nie ulega żadnej zmianie, jeżeli zamiasst z 
napiszemy h, a zamiast h weźmiemy x; wypada więc z tego ważny wnnio- 
sek, że, jeżeli druga strona powyższej równości jest rozkładem tej funkccyi, 
którą mamy po pierwszej stronie, natenczas własność wzmiankowana powvin- 
na należeć i do drugiej strony równości. 

Musi więc być prawdziwą i taka postać szeregu: 


ax? 


(K) P+ =E +2 Fh) + > F'0)4- PW >. 


Szereg Maclaurina jest tylko bardzo szczególnym przypadkiem ]po- 
wyższego (k), gdy przyjmiemy h=0. Niesłusznie odróżnia się szereg MI a- 
claurina, jako coś odrębnego, gdyż jest to szereg Taylora z warrun- 
kiem h=0. Jeżeli szereg w postaci (i) jest zbieżnym, a także gdy szerceg, 
wzięty w drugiej postaci (k), jest zbieżnym, natenczas nie można wątpić, że 
rozkład odnosi się ściśle do funkcyi napisanej po pierwszej stronie i w tyych 
przypadkach szereg zbieżny, przy h=0, będzie także niewątpliwie przedssta- 
wiać rozkład danej funkcyi, a nie jakiejbądź innej. Z takiego punktu wi- 
dzenia roztrząsanie reszty wzoru Taylor'a będzie zbytecznem. 

Twierdzenie, które wyprowadziliśmy w poprzedzającym rozdziale «dla 
funkcyi wielu zmiennych niezależnych, będą mieć, bezwątpienia, miejsce i «dla 
jednej zmiennej. 

Z twierdzenia 1-go wypada dla funkcyi jednej zmiennej. 


A (Fc) = AF, 


gdzie c oznacza stałą dowolną, lub funkcye peryodyczną. 
Przechodząc od ostatniego równania do granie, otrzymamy 


d (F--c) = dF, 


czyli, że, różniczka nie zmienia się, jeżeli do fumkcyi dodamy stałą dowolmą. 
O funkcyi peryodycznej w granicy mowy być nie może, gdyż nieskończemie 
małe przyrostki znikają. 

Oprócz tego, widocznem jest 


A (F+c) _ AF 
Az EE 


stad w granicy bedzie: 
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d ax 


i 
czyli, pochodna nie zmienia się, jeżeli do funkcyi dodamy stałą. 
rd Z twierdzenia III mamy: 


i A‘ (a F) =a åt F, 
skąd w granicy będzie 

d* (a F) —ad*rF 
Podobnie dla pochodnej 


At (a F) AFF 


, Aa "= ae’ 

_ czyli w granicy 

: d* (a F) d, F 
dk desc 


Widzimy więc, że pochodna iloczynu funkcyi przez stałą równa się ilo- 
|» ezynowi stałej przez pochodną tego samego rzędu funkcyi. To samo mamy i dla 
różniezki. 

Z twierdzenia IV-go wnioskujemy, że, mając daną sumę 
1 s= FL (0) + F, (0) d. + FL (0), 
Esso różnicę k-go rzędu 
13 Ak s = At P+ At F,--...-|-A*F,, 


d w granicy będzie 
i dt s==d* F4 ad F, +-...--d*F,. 


Podobnie dla pochodnych będzie także 


= Je tng E 


A* s 
Axt 


Le " 
= ut 


um 


w granicy 


d's a‘ F, d* F, 
mut ope 
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Tak więc, pochodna sumy równa się sumie pochodnych tego samego rzze- 
du. Podobnie będzie i dla różniczki. 

Ażeby wyprowadzić pochodną i różniczkę iloczynu, dla łatwiejszeego 
zrozumienia weźmiemy nasamprzód różnicę rzędu 1-go. W rozdziale poprzze- 
dzającym otrzymaliśmy 


(1) A (f.F) = f AF 4 F.Af + Af.AF. 


Gdybyśmy stąd przeszli wprost do granicy, natenczas dla różniczzki 
wzór byłby taki: 


(j) d(f.F)-—f.dF--F.df -- df.dF. 
Jednak łatwo dowieść, że ostatni wyraz po drugiej stronie musi zrni- 
knąć. 
W rzeczy samej dla pochodnej będzie widoczny związek 
4 4 
(m) i -(Z+F zu zt AF, 


który otrzymaliśmy z poprzedzającego (1), dzieląc wszystkie wyrazy przeez 
Ax. Przechodząc od ostatniego związku do granic, mamy 


d (f ..F) f dF de 
dc ' dz m da 


ostatni wyraz w (m) znika, ponieważ pochodna jest ilością skończoną i mie 
może zawierać nieskończenie małej. 

Więc też z tego względu różniczką iloczynu w przypadku jednej zmien- 
nej niezależnej jest: 


d(f.F)=f.dF + F.df 


a nie równość (j). 
Dla różnicy rzędu 2-go mieliśmy wzór 


A3 (f. F) = f AF F 2 Af . AF 4 F Af 4-2 Af. P -- 2 A2f, AP 
+ Af. AF, 
skąd, dzieląc przez Ax*, otrzymamy 


= 


2 AF 
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Po przejściu do granicy będzie widocznie 


d? (f. F) d? F df a, , Uf 


da? i da? +2 dr da qt dx? ' 


Te zaś wyrazy w równaniu (2), które zawierają ilości nieskończenie 
. małe, zniknąć muszą. 
Podobny wzór będzie dla różniczki rzędu 2-go. 
Taka samą drogą z wzoru (D), przedstawiającego k-ą różnicę iloczy- 
nu, otrzymamy pochodnę k-go rzędu: 


ad (f.F) dr -à dim k (z Di a 
da* ad day no deck T dz? da=? + hU" 
d' if dF , Pf 
«hu chr. p dak ' 


Jestto znany wzór Leibnitz a. 
Wyrażenia nieoznaczone. 
Odróżniamy dwa typy główne wyrażeń nieoznaczonych. Postać sym- 
boliczna pierwszego typu jest T drugiego zaś 1” 
Niech będzie dany ułamek 
faj ra _ 0 
Fx) Zu kę 


a-—a 


Ażeby odnaleźć prawdziwą wartość powyższego ułamku, weźmy 


f (are) 
F (ate) ’ 


gdzie e oznacza ilość nieskończenie małą. 
| Stosując do licznika i mianownika wzór Taylor a, będziemy mieli 


on 


E ta nea ee 
Pat) (a) fer’ (a) 4- 3:7" (4) + 3- rag. 


Poniewaz jednak wedlug zalozenia mamy 


| f (a) = F(a)=0, 
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więc będzie po skróceniu przez e 


fate) _ Huila sala aa 
F (a+e) F' (a) F rz F' (a) + ^ F- g Fr" (a) +-.. 


Kładąc w powyższem :=0, otrzymamy 


f(a) _ f'(a) 
F(a) F' (a) ' 


Jestto szukana wartość danego wyrażenia nieoznaczonego. 

Jeżeli f' (a) i F' (a) nie są zerami, natenczas wyrażenie nieoznaezone 
nazywać będziemy jednokrotnie nieoznaczonem. Gdyby f'(a) i F' (a) były 
równe zerom, w tym przypadku będzie widocznie 


BCRP ACE 
(p) P'(a) — F'(a)? 


dane wyrażenie będziemy nazywać dwukrotnie nieoznaczonem, jeżeli ma 
miejsce związek (p), i f" (a), F" (a) nie równe zeru. 
Dalej, gdyby i f" (a) = F" (a) = 0, natenczas jest widocznem, że 


f" (a) A jak (a) 
F" (a) "(a)" 


Jeżeli f" (a) i F” (a) nie będą równe zeru, w tym przypadku ulame 
um 
foot będzie przedstawiać prawdziwą wartość danego wyrażenia, które 
nazywać będziemy trzykrotnie nieoznaczonem. i t. d. 
Wyrażenia nieoznaczone drugiego typu mają kształt 


= [F (cy) (œ), 
Dajmy, że dla pewnej wartości «=a będzie 
P= S AC. 


i wskutek tego u — 1^. 
Ażeby znaleść prawdziwą wartość danego wyrażenia, koniecznem jest 
przejście do logarytmu 


Sm OZON 
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CMM 
ro 
[21] 


czyli 
> dba W 
lg u = alas enc = 0 x 
f (a) 
W dalszym ciągu stosujemy prawidło, dowiedzione dla wyrażeń typu 
> i, znalazłszy prawdziwą wartość 
lgu=Q, 

bedziemy mieli widocznie 

amie. 


Wszelkie inne wyrażenia nieoznaczone możemy zawsze doprowadzić 
do dwóch typów głównych, powyżej wzmiankowanych. 


$2. Funkcye wielu zmiennych. 
Gdy mamy daną funkcyę wielu zmiennych niezależnych 
f=[60,V,4,+1.); 


natenczas możemy ustanowić ściśle pojęcia pochodnej częściowej rzędu 1-go 
względem pewnej zmiennej, lub pochodnych częściowych rzędów wyższych 
względem kilku zmiennych, lub względem wszystkich zmiennych. Pocho- 
dne te przedstawiają we wszystkich własnościach zupełne podobieństwo do 
pochodnych funkcyi jednej zmiennej niezależnej; odrębnych własności te po- 
chodne wcale nie posiadają, możnaby więc nazywać je wprost pochodnemi 
funkcyj wielu zmiennych, bez dodawania wyrazu częściowe lub cząstkowe, 
Dla funkcyj wielu zmiennych niezależnych możemy także określić pojęcie 
różmiczki zupełnej, która będzie ściśle odpowiadać różniczce funkcyi jednej 
zmiennej, oprócz tego będziemy jeszcze odróżniać pojęcie różniczki częścio- 
wej lub cząstkowej, która odpowiadać będzie pochodnej, wziętej względem 
jednej, lub kilku zmiennych. 
Dajmy nasamprzód funkcyę dwóch zmiennych niezależnych 


f= f (x, y). 
Różniczką zupełną powyższej funkcyi jest granicą 
(q) df = lim Af = lim [f @+ år, y+Ay) — f (@, y]; 


gdy Ax wraz z Ay zdążają do zera. 
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Z wzoru (15) leoryi różnic otrzymujemy wprost 


" 2M Mf Ati fay, 
(q) de Met AW m, hy AW: 
Przeszedłszy do granic, będziemy mieli 
BE. SD 2 di. 
(q) d ZY. da +- ag dy + Brdy da dy. 


Jestto różniczka zupełna rzędu 1-go funkcyi dwóch zmiennych niezale-- 
żnych. Wyraz oddzielny 


dd 
dfe dar = da f 
nazywamy różniczką częściową względem zmiennej x. Podobnie wyraz drugii 


d 

A dy zd, f 

dy 

nazywamy różniczką częściową względem zmiennej y. "Trzeci wyraz: 


d f 
is dy Uo GA PA 


nazywać będziemy różniczką częściową rzędu 2-go względem zmiennych 
ciy. 
W teoryi różnie (14) dowiedliśmy prawa symbolów 


Bess mA 
więc i w granicy być musi także 

Wry f = dusf, 
skąd wypada widocznie 


wić BRZOZA 
dæ dy — dy dx 


Ażeby ułatwić zrozumienie tak ważnego wzoru, jak (q). powtorzeny 
dowodzenie nieco obszerniej. 
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df S Af ous fary — fts y) 
aur zm Ar zm ==" EE , 
4z —0 
af = lim Af lim f (x, ytAy) — f (z, y) 
dy Ay Ay 
dy=0 
E xd 
Cy i lr iy ra 
— lim Sete y Ay) — f (0 y+ Ay) — f (x+ Ax, y) + f (x,y) 
= jim OO Ml‘ M I p 
Ax . Ay 
Ax —0 
Ay =0 


Dla znalezienia wartości pierwszych dwóch pochodnych granice odnaj- 
dują się sposobem zwykłym. Ażeby znaleść granicę 


im cef 
(r) lim is iv^ 


szukać należy nasamprzód granicy względem Ax, uważając Ay za ilość sta- 
łą, potem dopiero szukamy drugi raz granicy względem Ay. Istotnie, biorąc 
w powyższem pochodnę licznika i mianownika względem ilości Az będziemy 
mieli: 

df(węaz,ypady) do —  df(cęaAay) dz 


da Ax da Ad 1 
Ay 


Przypuszczając tutaj, że Ax dąży do zera, będzie 


df(w,ytady) _ af (2, y) 
dac da: 


Ay 


Gdy Ay dąży do zera, natenczas ułamek ostatni będzie ; , biorąc zno- 


wu pochodne licznika i mianownika względem Ay, otrzymamy 


d? f (x, ytAy) dy 
dx dy Ay 


czyli, przyjmując Ay dążącem nieograniczenie do zera, będzie 


d? f (x, y) 
do di* © 
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Jestto prawdziwa wartość stosunku nieoznaczonego (r), gdy Ax i Ay 
zdążają do zera. 

Otrzymawszy pochodne, możemy napisać różniczki częściowe 
w kształcie: 


X dx = lim [f (c+Az, y) — f (x, y)] 


d z 
(s) nA dy — lim [f (x, y-- My) — f (x, y)] 


2 
d f; tedy = lim fle Aca Ay) — f+ Awy) — fleyt) - fica). 


Mając na uwadze równość (q'), którą przyjęliśmy za określenie różnicz- 
ki zupełnej, i dodając odpowiedniemi stronami równania (s), będziemy mieli 


i b. 
df — dz 4 SC Cute dn dr. 


Tak w fizyce matematycznej, jak i w innych naukach stosowanych, ko- 
rzystaja tylko z pierwszych dwóch wyrazów, napisanych po drugiej stronie 
ostatniego wzoru. Widzimy, że pierwsze dwa wyrazy przedstawiają tylko 
pierwsze przybliżenie prawdziwej wartości różniczki zupełnej funkcyi dwóch 
zmiennych niezależnych. Dla wielu zagadnień pierwsze przybliżenie może 
być wystarczajacem. 

Z wzoru (17), który otrzymaliśmy w teoryi różnie, mamy 


ay = CYNEL Deg É Ax. Ay + = Awst ay? t2 AU Ax? . Ay 
aed on dr i d 


Przeszedłszy do granic, otrzymamy różniczkę zupełną rzędu 2-go 


def d? f d?f Lid i 
dif dA des ip IW Tros Wi MAS da? dy da? dy 


„AB via 
rrr ON Su 0 9 


Dla różnic mieliśmy prawo symbolów (18): 


dzy f NGA, Aya f = LM f, Ate zyy f= Aty yzg f 
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29 
podobnie także będzie w granicach dla odpowiednich różniczek 
Pony f Z Pyza, dA, f— d'u,u f, dni, f = Vyyzaf 
skąd wypada, że 
OF.» CF df df dif dif 


dz — dyda®’ dydz  dadyż* da? dy! ~ dy? da? * 


Takim samym sposobem, jak powyzej, z wzoru (24), który przedstawia 
k-tą różnicę, przechodzimy do granic: 


k PR af 
da dy? 


d f == 4 4 dx M - Pesci — cq da*-! dy + da*—*dy? +-... 


m TT Of 4. 
PRSE. Tare 
d+ 
+k | ——— da dy + (k—1) WASTE dak dy? 
(k—1)(k—2) d^ f a df. ‘| 
+ los da’? dy? WW T onm “da dy" way 
k Ren. dt T 


1) f k 2 kml 3 
pu y d dy? + (k—2) sap, dtt dy 


(k—2) (k—3) d*** f k dst: 
= 1:2 dak—*dy* a dE dy" Akagi da? dy* 5 


da: ay | +. 


k(k—l)p a-f 


+ a | zr d dy*-* 4-2 Me" TEL a 
1.2 dat dy’ SF y 


dak- dy*— 


qu- 


AF. «m 
pk-—2 
Taye da*—* dy* 3 dy | 


BOA k—1 „nk Quin Mua BR” 
T [x da* dy*^ + da*-idy* dak" dy | T da dy” deck dy* . 


Jestto wzór, który przedstawia różmiczkę zupełną rzędu k-go funkcyi 
dwóch zmiennych niezależnych. 
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W przypadku szczególnym, gdy mamy jedną zmienną niezależną ! 
= f (x,y), 
x= g (t), y= y (t), 
wzory poprzedzające będą miały kształt prostszy. 
Dzieląc wszystkie wyrazy wzoru (q") przez M, otrzymamy 


Af _ åf Ax , Af. Ay A?,, f Az 
Ene a OL TT ASAP Ar M: 


Przechodząc do granie i wiedząc, że pochodna jest ilością skończoną 
a więc nie może zawierać nieskończenie małych, będziemy mieli z powyzsze- 
go tylko dwa wyrazy 


df T ef dz T ef dy 
di æ dt ey di^ 


Tutaj dla odróżnienia piszemy © zamiast d, gdyż znaczenia pochodnych 
BE z Sr ZO AB dui 
xd 3y są innego rodzaju, aniżeli a rT pochodnych w calem znacze 
niu tego wyrazu. 

Podobnie z wzoru (t), dzieląc wszystkie wyrazy przez At”, otrzymamy: 


Mf - 2 A}, uf Ax Z^" VT of Ay 
At? , Aa? (z) rry A us (37) kx 


esf pe Ayya f i. AM, zyys f x) 2 
R.Ż vb y i NUES] 7 WAY: Du 


Przeszedlszy stad do granie i pamiętając, ze pochodna nie może zawie- 
rać ilości nieskończenie małych, będziemy mieli 


def _ f (da df dx dy e a) 
d — oa z) +2 away dt dp T Gy lu | 


Jestto druga pochodna funkcyi złożonej. Podobną drogą łatwo otrzy- 
mać wzory dla wszelkich pochodnych rzędów wyższych. 


W teoryi różnie wyprowadziliśmy wzór (25) w kształcie: 


n (1 


f (nho, yny) =f (0, y) +m af PS) epa. 
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Zastąpiwszy w powyższem Af, Mf, ...ich wartościami w różnicach 
d częściowych, otrzymamy 


Ttar ya niy) = f (2,1 "EDES SLE TAa w | 


—1 As T. Yy A mm 
p eut T [5 ao Ti re Aa dy + = Tust ay? +2 eR aos Ay 


Finge ie + agg en a] + 


Przyjmując tutaj n=». nr = h, ndy = k, będziemy mieli 


f 


A 
f (zh, yk) = f (2, y+n +44 +h Ye Ay 
1 SUE E uw uL BE | 
-p 1 E | dri ! 2 hk da dy d ie k dy? | 
E ŚĆ ds a NET | 
Ter [25 = if — dy + 2 P zdj Ae + M po e Ae by | 


Ponieważ jednak po pierwszej stronie mamy ilość skończoną, więc i po 
drugiej stronie równości powinny być tylko ilości skończone, te zaś wyrazy, 
które zawierają nieskończenie małe Ax, Ay, po przejściu do granie zniknąć 
muszą i ostatecznie otrzymamy znany wzór Taylora 


I 
f (xh, yl) =f, y) + al +2 : 
(u) 
zd " aj 
T3 ty [es x + 2 hk > 1 ore k? dy. E "Hut 


Pierwsza strona napisanej powyżej równości pozostaje bez żadnej 
zmiany, jeżeli x zastąpimy przez przyrostek h i naodwrót h przez zmienną 2, 
a także, gdy zmienną y zastąpimy przez przyrostek k, tudzież k przez y. 
Wniosek stąd taki, że ta sama własność powinna być i po drugiej stronie ró- 
wności, a więc, jeżeli pierwsza strona ma być tem samem, co i druga, czyli 
jeżeli rozwinięcie ściśle odnosi się do funkcyi, napisanej po pierwszej stronie, 
natenczas powinno być także 
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f (x--h, y--k) = f (h, k) + © z (3) +u(4), 


def d?f y? df | 
T YE 5 [^ (5) + h aay os or (a), Ten 


Wzór powyższy jest ogólniejszym od wzoru Maclaurina iażeby 
przejść do szeregu Maclaurina, należy tylko przyjąć h=k=0. 


(v) 


Wyprowadzamy stąd wniosek, że dla tych wszystkich funkcyi ciągłych, 
dla których szereg, napisany w postaci (u), jest zbieżny, a także i szereg 
w postaci (v) będzie również zbieżny; natenczas dla tych funkcyi szereg 
Maclaurina będzie mieć zawsze miejsce i badanie reszt wzoru Taylo- 
ra stanie się zbytecznem. 


Twierdzenie III w zastosowaniu do funkcyi dwóch zmiennych niezale- 
żnych będzie 


AF (af) =a M f, 
gdzie a oznacza stałą. Podobnie i w granicy będziemy mieli 
d* (af) — a d*f. 


Jestto ta sama własność, którą mieliśmy dla funkcyi jednej zmiennej 
niezależnej; tylko nastąpiła taka zmiana, że w powyższem wzorze f ma zna- 
czenie: 


f= f% y). 
Dalej, dla sumy 
s = F, (x, y) + Fa (£, y) +... + Fn (æ, y) 
z twierdzenia IV wypada różnica 
At s = At F, + AF +-... + A* RA. 
W granicy będzie to samo prawo symbolów 
dEs=GF, + d*F, +... -+d*F,. 


Podobne twierdzenie mieliśmy już dla sumy funkcyj jednej zmiennej 
niezależnej. 

Dla iloczynu dwóch funkcyj zmiennych niezależnych x i y mieliśmy 
w teoryi różnic wzór (D). Przechodząc do granic, otrzymamy rózniezke k-gc 
rzędu iloczynu, w kształcie: 
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7 elie d AP Pee ee RT SEV TUER 


k (k—1) 
1.2 


(ff P=fer+kdf.do P+ 


Cf. G2 P+... +Fdtf 


2) Bf.d-+F+... 


NE [a d* F + (k—1) d?f . d* F + ada 


1 +a p.a] 


k o 


ap. z^ |ef. GP + (k—2) Cf . d- app EE dif.di P. 


pegar +... 


Tu 2 
«m 


[d*-? f. dt F+ 24h f . di P+ d* f . d? F) 


+ k (d f. d* F + df. di F| 4- df. d^F. 


W ostatnim wzorze f oznacza f (x,y), a F ma znaczenie F (z, y). 


Gdy mamy tylko jedną zmienną niezależną, natenczas wzór dla ró- 
żniczki iloczynu, jak widzieliśmy poprzednio, znacznie się upraszcza. 
Dalej, weźmy funkcyę trzech zmiennych niezależnych 


F = F (x, y, 2). 
Różniczką zupełną napisanej funkcyi jest granica 


dF = lim AF = lim [F (x420, y+-Ay, z--A2) -- F (x, y, 2)], 


gdy Az, Ay, Az zdążają nieograniczenie do zera. 
W przypadku funkcyi trzech zmiennych niezależnych mieliśmy dla ró- 
źmicy zupełnej wzór (28). Wzór wzmiankowany możemy napisać tak 
AF. A’, 
(w) 


A. F , EOT. F p 
+ Ay . Az Oy Bt Peeks he PMA: 


Przechodząc do granic, przypuszczamy, że Az, Ay, Az są nieskończenie 
małemi i natenczas będziemy mieli różniczkę zupełną rzędu 1-go w kształcie 
3 
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dF 


AP = dela dy gz dz gy de. „dy + OF dz ©. dz 
d dw ZS. dy ds. 
ad gi dz dy dz bs 
Jak sie znajduja granice stosunków 
+. AF 
m Ac Ay ’ 


o tem mówiliśmy, rozpatrując funkcye pochodne w przypadku dwóch zmien- 
nych niezależnych. Tutaj nadmienimy jeszcze, że 


CF qq Mme 
dzdydz , , Ax Ay Az 


z [ (e+ Av,y 4- Mz 4- Az) — Fixy p Ay z PAZ) —- F(x 4r Az,y,c+ Az)— F (x Me,y + Ay, 
T Aw, Ay. Az a 


n F(x,y,2+Az) + Fix, y-- Ay,z)+ Flat Av,y,z)—F(a,y,2) 
Az. Ay . Az | PA i 


Dla znalezienia prawdziwej wartości powyższego stosunku szukamy 
nasamprzód granicy względem Az, uważając Ay i Az za stałe; następnie szu- 
kamy granicy poraz drugi względem Ay, uważając Az jako stałą. Nako- 
niec szukamy granicy względem Az. Podobnie, jak to uczyniliśmy w przy- 
padku dwóch zmiennych niezależnych, moglibyśmy i tutaj dowieść, że osta- 
teczną wartością granicy być musi pochodna: 


ar 
da dy dz ' 


Z prawa, dotyczącego porządku różnicowań (27) 
Asy F = Aya F, Ap: F= Ata F, Mey: P= M22 F = A. it.d. 
wypływa w granicy prawo o porządku różniczkowań 
diy Fed TP, P FZ, di, F= d, R? itd. 
skąd będzie widocznie 


ap dr er CF d'F BP 
dedy — dydx' dz dz S dz dx’ drdydz dy dz = dy da dz 
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Dla różnicy zupełnej rzędu 2-go mieliśmy wzór (30), który możemy na- 
pisać w kształcie: 


Ae E Ea Ax? +2. Ai P Av. Ay Sa. 3 "TP 
AIEO 2 — Az? 9. Bam, yE 3. AAT "i 
AS. y(2) A3,0) ,F 


"meon TT Am. Ay? + 2. ak Ay’. Az +2. : pun . Ax . Az 


AS. 2 F Ay z Z i A*,0) 2) F 
I quura cl is 9. ln de PE 


Ax? , Ay? 


At, @), (2) F P ORE la ia Atay Fo. 
E TT . Ay? het + TEDE Az Ag, Az T4 Ay de Or WR 


+4. bg [D Ay*. Az +4. Pega P Ax . Ay . Az? 


Ax. Ay. Az? ` 
AS (2) „(2) A^ 4), IP 
2 A D D P 2 z Pzd | 2 
+2 + Rat Ag A Aa? . Ay? . Az +2. 94 i Ag M. Ay . Az 
My F 4 M 2 Aa A 5,0) y (2) z(2) Pp ^ Aiit As 2 A2. 
Tid aae do ut. Ae + ae y. 


Przeszedłszy do granie, otrzymamy wzór różniczki zupełnej rzędu 2-go 


ds GE 
OF = z dat |-2 i, gy de dy t 5 p W +27 


jj de dz + dee Ay dz 


PTE Wo dmm 2 3. 2 
+ dz +2 znaj ^ +23 jy; dr dz +2 dzaj de dy 
+ 2 zd dy? dz + 2 >—— E dx dz? +- 2 - ? apap + 6 - ei da dy dz 
dxdz* ái dz? dx dy dz 


dE, dir dr 
—— ——— da? dy? EE pre ae a NS Ps 244 
dat aye (7 dV + dys det W de + uuu. ae? dz 


i ar 2 
+4 Raph dx? dy EET E dx di? dz + 4 Mm dx dy dz 
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AF GE 
T 2 dady? dz da? di? dz — 2 dażdydz? dz? dy dz? 


ČF d*F 


EO CUTE. 2 2 fe PELO 2 J2? 
4-2 Jod aa dz dy? dz? + ddyd? da? dy? dz? . 


W szczególnym przypadku, gdy będzie dane 
TP um y. 2) 


w = Qı (t), Y= (t), 2 = P; (0) 


będziemy mogli wzory różnie podzielić; przez A, biorąc różnicę rzędu 1-go 
(w) i przez Ad? wzór różnicy rzędu 2-go; czyli w granicy podzielimy wszyst- 
kie wyrazy różniczki rzędu 1-go przez dł, a wyrazy różniczki rzędu 2-go 
przez di*. Wskutek tego ilości nieskończenie małe znikną, a pozostaną tyl- 
ko ich stosunki, jako ilości skończone; w tym przypadku szczególnym wzory 
powyższe przybierają postać znacznie prostszą: 


dF — 93F dx cza dy OF dz. 


di du dt cy dl əz dt’ 


tudziez 
BEC CAN PE RE ER 
dt? ez? dt xy (dt) \dt ey? (dt exez dt] \dt 
SEA NOWEJ 
^: Syez Wit] Mt] | 32 Mt 


Podobnie można wyprowadzić wzory różniczek i pochodnych rzędów 
wyższych. 
Dalej, w teoryi różnie mieliśmy wzór (31) 
F (x + nAz, y + ndy, z + nAz) = F (x, y, z) + nAP 


4 Po ai rye. pnr. 


Zastepujac w powyższem różnice zupełne AF, A*F,... przez ich war- 
tości w różnicach częściowych i przechodząc następnie do nieskończenie ma- 
łych, będziemy przypuszczać 


n åz= h, nAy=k, nAz =l, n=o. 
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Tym sposobem. podobnie jak dla funkcyj dwóch zmiennych niezale- 
żnych, otrzymamy znany wzór Taylora 


F(c--h, yk, eT FG) ++ ky +l gz 


1 - dE i ze 
+r eSa r ME gt? 2M egz + 3H zr a 


Ponieważ strona pierwsza nie zmienia się przy zamianie x na hih na æ, 
yna ki knay, znal tudzież l na z, więc, jeżeli rozkład rzetelnie odnosi 
się do funkcyi napisanej po pierwszej stronie, natenczas ta sama własność 
musi mieć miejsce i na drugiej stronie równości, czyli 


F (zh, y+k, 241) = F (h, kh + ve (zr) y tva) +z E 


d? F ËF a? dps 
ty [e (z a), aiw v (ar. zl. pry re aes [5 ah, 


i dir , ZP 
us E a). did (ast 1 "wo ea 


Zbieżność szeregu w obu napisanych postaciach będzie zupełnie wy- 
starczającą dla prawdziwości twierdzenia Taylora; po sprawdzeniu tej 
cechy możemy bez wątpienia przejść i do przypadku szczególnego, gdy 
kapl 

Wzory różniczek sum i iloczynów będą podobne tym, jakie wyprowa- 
dziliśmy dla funkeyj dwóch zmiennych niezależnych. Dla uniknięcia roz- 
wlekłości nie będziemy tutaj powtarzać dowodzeń wspomnianych wzorów. 


http://rcin.org.pl 


GARE ya 
w EMA asi, ye 


III. Rachunki odwrotne. 


Widzieliśmy w rozdziałach poprzedzających, że dla każdej funkcyi da- 
nej możemy łatwo napisać jej różnicę lub różniczkę jakiegokolwiek rzędu. 
Odwrotnie, gdy, mając daną jakąbądź różnicę lub różniczkę funkcyi niezna- 
nej, szukać będziemy samej funkcyi, takie zadanie należeć będzie do rachun- 
ku odwrotnego. Podczas, gdy zadanie wprost możemy łatwo rozwiązać dla 
wszelkich funkcyj, pomyślanych podług upodobania, to jednak zadanie od- 
wrotne staje się bardzo trudnem i bywa mozliwem do wykonania pod posta- 
cią skończoną tylko w szczególnych przypadkach. 


$ 1. Rachunek sum catkowych. 

Zajmiemy się nasamprzód rachunkiem sum czyli rachunkiem odwro- 
tnym względem rachunku różnic. Jako symbol rachunku odwrotnego bę- 
dziemy używać znaku & tak, że. mając funkcyę 

f =f (2,9, 26. - ), 
możemy napisać tożsamość 
í AS f (2, y, 2 ...)— & Af 
1) 
= S [f (e+Az, y+Ay, 2-55, ...) —f (x,y, 2...) ]. 


Jestto widoczne, gdyż symbole % i A oznaczają rachunki względem 
siebie odwrotne i, będąc razem wzięte, nie mogą nic zmienić. Równość (1) 
możemy napisać inaczej, oznaczając drugą stronę przez 
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WUE Uy Sy oS An, Ay, A2, SEI 
natenczas zamiast (1) będzie 
AS f(0,Y, 24, «..) = F(x, Y, 2,..., Aw, Ay, A2,...). 
Stąd widocznie, stosując znowu symbol X do obu stron, będziemy mieli 


(2) EO css) (ry, 2, . . . 5 r dY, M, ic 


W szczególnym przypadku, gdy mamy tylko jedną zmienną niezależną, 

będzie 
2 f (ce) = S F(x, Az) + c. 

We wzorach powyższych f oznacza funkcye dana, ZF jestto niewia- 
doma wartość sumy całkowej, c zaś oznacza stałą dowolną lub dowolną funk- 
cyę peryodyczną, którą, jak wiemy, zawsze dodawać można bez zmiany ró- 
żnicy. 

Widzimy więc, że znaleźć sumę całkową w granicach nieoznaczonych 


GACER ass) 


znaczyć będzie to samo, co znaleźć taką funkcyę wszystkich zmiennych nie- 
zależnych, tudzież przyrostków stałych Aw, My, Mz, ..., której różnica zu- 
pełna rzędu pierwszego równa się funkcyi 


fy... AA 


napisanej pod znakiem © 


Dalej wyprowadzimy kilka twierdzeń zasadniczych dla rachunku sum 
całkowych. 


Napiszmy tożsamość 
h+fa+fhi+--..=A*rfh+A+---.! 
gdzie dla krótkości piszemy /, zamiast szczegółowo 
Jig i9. ir, ERRI TST 


Z powyższej tożsamości wypływa druga tożsamość, widoczna sama 
przez się: 


AZ (fy Ffa d3- A |...) 5A2f, AZ f, AZ fi; -..., 
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czyli 
AS(ithtat..-)=AlSA+ Zh tEh t.) 
Wiemy jednak że, jeżeli różnice rzędu 1-go dwóch jakichkolwiek funk- 


cyj są równe, natenczas same funkcye różnią się między sobą tylko o ilość 
stałą lub o funkcyę peryodyczną dowolną, będzie więc z poprzedzającego 


SR du qu Lie E BE Sees o 


Tutaj ilość c może być opuszczaną zupełnie. Widzimy więc, że, aby 
zastosować do sumy algebraicznej działanie, wyrażone znakiem Y, trzeba 
wykonać wspomniane działanie nad każdym składnikiem z osobna. Oczywi- 
sta, prawidło, wypowiedziane wyżej, stosuje się bez żadnej zmiany do przy- 
padku szczególnego, gdy mamy sumę funkcyj jednej zmiennej niezależnej. 

Dalej, napiszmy tożsamość 

af mcam. Yes eel) > 
gdzie a oznacza stały mnożnik. Będziemy mieli widocznie 
AX (af) — a. MXf, 
czyli 
AS (af) =A KO : 
skad wypada UN 
> (af) —aZXf +c. 

Ilość e może być tutaj opuszczoną. Widzimy więc, że suma pewnej 
fumkcyi, pomnożonej przez stałą, równa się stałej, pomnożonej przez sumę samej 
funkcyt. 

Mając dany iloczyn dwóch funkcyj jednej zmiennej niezależnej 

f (x). F (2), 
dowiedliśmy w. teoryi różnic następującego wzoru: 
A(f.F)=f.AF + F.Af+ Af. AF. 


Zastosowawszy znak © do każdego wyrazu powyższego równania, 
łatwo otrzymamy 


(2a) BIAF=f.FP=ZPAf-—ZM.M. 
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Wzór ten może być bardzo pomocnym przy szukaniu wartości sum cał- 
kowych. ; 
Swng podwójną będziemy nazywać wyrażenie: 


am fig. (xy, 2,0... , BG, M, Bed 
© F 
+55 tyt tta 


w którem f oznacza funkeye daną, Ø oznacza taką funkcyę, której rożnica 
zupełna rzędu drugiego równa się funkcyi danej f. Wyrazy zaś, zawieraja- 
ce ilości dowolne cy, cz, Cz, . . . , € są takie, które, jak dowiedliśmy w rozdzia- 
le I, nie zmieniają wcale wartości roznicy rzędu 2-go. 

Sumq potrójną 


DDL f (x,y, 2,.--) 


będziemy nazywać taką funkcyę wszystkich zmiennych tudzież stałych do- 
wolnych, której różnica zupełna rzędu trzeciego równa się funkcyi danej f, 
1 t. d. 
Zajmiemy sie teraz sumami funkcyj jednej zmiennej niezaleznej. 
Można łatwo znaleźć pod postacią skończoną | 


2 f (x), 
jeżeli f (x) oznacza funkeye wymierną całkowitą 
f (z) = Az" + Bx"? + Com? +-...-+- Mz 3- N. 
A, B, €, . . . są ilości stałe, m liczba całkowita. 
W tym przypadku będziemy mieli 
S f(z) = AS oe" 4+ BS w+ CZ a” +... + ME L+ NEw; 


czyli zagadnienie nasze sprowadza się do znalezienia 
= x, 


gdzie p jest jakakolwiek liczba całkowita lub zero. Ażeby znaleść wartość 
Z, w tym celu zastosujemy wzór Taylora w kształcie: 


A f (a) — Ax. f (a) + SE pry + Tp ome)... 
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Stosując tutaj znak © do każdego wyrazu, otrzymamy 


T ud 


Szereg powyższy musi być skończonym, gdyż, przyjmując f (x) = 2, 
p-ta pochodna będzie równą 1.2.3...(p—i)p i na wyrazie, który zawiera 
ostatnią pochodną, szereg skończy się. 


Jeżeli założymy nasamprzód 


te= 
natenczas z wzoru (3) otrzymamy 
Tis dey op Ry m z" "4 . m (m—1) X a"? F... 
Kładąc dalej we wzorze (3) 
f (x) =—, 


m 


bedziemy mieli 


PE adir a ut is (m—1) AX x" 


+- d (m—1) (m—8) X a"? 4- ... 
Nastepnie damy we wzorze (3) 
f») = 
.it.d. Takim sposobem, zniżając kolejno potęgę z, dojdziemy nakoniec do 
fe = = 


będzie natenczas 
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gł _ (Az? 
eres. Iv 


i nareszcie, gdy f (£) = z, będzie 


$2 sx. 


Tak więc będziemy mieli układ m1 równań liniowych, z których wy- 
rugujemy m ilości Zz”, Ya,..., Zu”! i jako ostateczny wypadek rugo- 
wania otrzymamy wzór pod postacią skończoną, dający wartość 2X z”. Z po- 
wodu wielkiej ilości równań otrzymanie ogólnego wzoru dla © x^" jest zawi- 
łe i przedstawia znaczne trudności; łatwo jednak wzór może być napisany 
w postaci wyznacznika m+-1 stopnia. 

Ograniczymy się na tem miejscu napisaniem szczególnych przypadków 
din = 071,2,8,4. 0: 


Zv= E +e, 


a eic te 


RAWA A43 
pA reum ZEE 


i t. d. 


We wszystkich wzorach, powyżej napisanych, c oznacza stałą dowolną 
lub dowolną funkcyę peryodyczną. 

Widzimy więc, że szereg Taylora daje nam możność łatwego wy- 
prowadzenia wzoru £ f (x), gdy f (x) oznacza funkcye wymierną całkowitą. 
Tą samą metodę stosować można i do wszelkich innych funkcyj f (x), lecz 
wzory, otrzymane na tej drodze, będą miały postać szeregów nieskończo- 
nych. 

Ażeby otrzymać sumy podwójne, stosujemy znak & do każdego wyra- 
zu wzorów (4), wskutek czego otrzymamy 
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SE ea LT + cs x +, 


asc = One 


Z x? — l Seated 2 +o, 
ISo = aes g? — zee +gZsęcze+a, 


PII az ga — yes 4 SSOP EM +e, 


it. d. 


skąd, po wyrugowaniu sum pojedyńczych przy pomocy wzorów (4), łatwo 
otrzymujemy: 


(5) 
© x 5a? rM ex 
22 = De Bio © hl kiki 
ETYM. z* 5g? xx , x(Ax)? Bs, 
| 220°= st det 1i 4 5 T 
160 


cic, oznaczają stałe dowolne lub dowolne funkcye peryodyczne. 


Chcąc otrzymać sumy potrójne, znowu stosujemy znak © do każdego 
wyrazu wzorów (5) i po uproszczeniu będziemy mieli: 


x? x? a x? x 
ZONY ee + A ‘ y) s d n 
ZZZ v= 6 (Ax)? are t aig ne TUS EMO Za 108 


x 11 z? x 2? 


x* , © / 
ZZE = quum) Tey | am 04 55 (m ae 
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BSE a4 x 3a Ax 
ZZZ? = o Bae + Ble € + - +o 


g? pe T 
1%, tow bea T! P 
it.d. 


Dalej tą samą drogą można otrzymać sumy poczwórne i wogóle jakie- 
kolwiek sumy wielokrotne. 

Jeżeli mamy funkcyę całkowita wymierną z wielu zmiennemi, toi w tym 
przypadku wzór Taylora prowadzi do znalezienia sumy całkowej. 
W rzeczy samej, w przypadku funkcyi dwóch zmiennych niezależnych mamy 


df af 
f (zh, y+k) = f (x, y) + ha FRZ 


(6) R 
, Uf ET 1. 
ta 2 (i da? Tk d dy Lh 


d?f 
à] E 


czyli 


WA uec ars 4 | Pf as BN) 
(7) Af=h zę A PY is" ^" 3 zaj TE dy? Tewa 


Dla krótkości piszemy w powyższem h zamiast Ax i k zamiast Ay. 
Szereg (7) w przypadku, gdy f oznacza funkcyę wymierną całkowitą, musi 
się skończyć na pewnym wyrazie. 

Jeżeli zastosujemy znak © do każdego wyrazu równości (7), naten- 
czas otrzymamy. 


RU ` I gy d 
rade Xa lee 


k2 def 
TH dy* 


(8) 


Przy pomocy wzoru (8) możemy zawsze znaleść 
= f (x,y), 


jeżeli f oznacza jakąkolwiek funkcyę wymierną całkowitą. 
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Weźmy naprzykład 
Z zy; 

z wzoru (8), dając f = x*y, wypada łatwo: 
(9) xy =h X zyk Ba*-+-h2 Sy+2hk Za-<+-hkZawy. 

Kładąc we wzorze (8) 

f = ay, 
bedziemy mieli 
sy =h yk Erh xry, 

skąd wypada 


zy—-hZy—kZzXz 
hk Pr 


5 xy = 


Podstawiając znalezioną wyżej wartość © x° y° w równości (9), tu- 
dzież uwzględniając wartości Sz, Sx*, Sy, które odnajdziemy pomiędzy 
równaniami (4), po uproszczeniu otrzymamy z (9) 


Wiemy jednak, że wartość © xy powinna być symetryczną funkcyą 
xiy, wskutek tego, zmieniając x na y tudzież % na k i odwrotnie, będzie- 
my mieli z ostatniego równania 


Dodawszy powyższe dwa równania, łatwo znajdziemy szukaną wartość 
2 xy w kształcie: 


ye cy każ hy ka+hy 


xy 
A e GTE 2 Toh Re 12 


(10) 
+ąp+ajg+e. 
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Nie trudno sprawdzić, że różnicą zupełną funkcyi, napisanej po drugiej 
stronie, będzie dana ilość zy. Głoski c,, cz, cz oznaczają stałe dowolne lub 
też dowolne funkcye peryodyczne. 
Gdybyśmy chcieli znaleść 


a XY, 


natenczas w (10) znowu stosujemy znak do każdego wyrazu i po dokona- 
niu uproszczeń i wyrugowaniu ilości 2X z?y Z yw, © xy,..., otrzymamy 
nakoniec szukaną sumę podwójną. Tą samą metodę stosujemy do kolejnego 
znajdowania wszelkich sum calkowych wielokrotnych. 

Gdy zamiast funkeyi dwóch zmiennych niezależnych mamy pod znakiem 
AX funkcyę trzech lub więcej zmiennych, natenczas postępowanie, opisane po- 
wyżej, nie ulegnie żadnym zmianom, tylko za każdym razem użyć trzeba 
wzoru Taylora, odpowiadającego ściśle danej liczbie zmiennych. 

Dotąd mówiliśmy tylko o samowaniu całkowem w granicach nieozna- 
czonych i widzieliśmy, że wzory sum mają postać skończoną w przypadku, 
gdy funkcya, napisana pod znakiem 2X, jest wymierną i całkowitą. Jeżeli 
jednak mamy znaleść sumę całkową w granicach danych od 2, do X: 


(11) Z f(a)=Sf(2), 


natenczas zadanie staje się latwem i zawsze będzie możliwem pod postacią 
skończoną, niezależnie od kształtu funkeyi f (zx). Rowność (11) przedstawia 
dwojaki sposób pisania; jakie zaś jest bliższe znaczenie sumy całkowej w gra- 
nicach danych, o tem będzie mowa poniżej. 


W rozdziale I wyprowadziliśmy wzór 


f (anka) = f (2) + maf + MOD eg 


o S oe Af... asf. 


Jeżeli w ostatnim równaniu zastosujemy znak 2 do każdego wyrazu, 
natenczas będzie 


n (= 


= f (©-naz) — Z f(v) = nf + a Af 


d SOB A pa op, 


Przyjmując następnie 
=F, miNnNAW=M, 
z powyższego otrzymamy 
; T X—au 2. (X—a,) (X—2,— M) 
210% - Fhe) =p ga CÓ ETAT af 
(12) 


(X—2,) (X—x,—Ax) (X—2,—2A2) y" co 
T 1.2.3.(Ax)? PEU Cr ober YA 


"Takie wyrażenie jak (12) nazywamy sumą w granicach danych od z, 
do X, lub sumą całkową oznaczoną i piszemy dla krótkości 


x. X 
(13) Sf (X)— Sf (%) = S f(z), lubteż Sf(x). 


Widzimy więc, że suma oznaczona równa się różnicy dwóch sum nieo- 
znaczonych, z których pierwsza odpowiada górnej granicy zmiennej ©, druga 
zaś dolnej granicy z. 

Druga strona równości (12) wskazuje nam te działania, które dają mo- 
żność znaleść zawsze wartość sumy oznaczonej, gdy n liczba całkowita. 

Z równości (13) widoczna 


x Zo 
(18a) S f (x) =— 8 f (2) 


czyli, że suma oznaczona zmienia znak, jeżeli przestawimy wzajemnie grani- 
ce sumy. 


$ 2. Równania różnicowe. 


Najogólniejszem zadaniem w rachunku odwrotnym będzie to, gdy ma- 
my jedno równanie lub układ kilku równań i szukać będziemy funkcyi, czy- 
niącej im zadość tożsamościowo. Kształt ogólny równań różnicowych z je- 
dną zmienną niezależną jest 


F (x, y, Ax, Ay) = 0; 


w tym przypadku szukamy funkcyi 
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49 
y = f (x, Az, c), 


ktora czyni zadość danemu równaniu, c oznacza stałą dowolną lub dowolną 
funkcyę peryodyczną. 


Kształt ogólny równań różnicowych rzędów wyższych będzie w przy- 
padku jednej zmiennej niezależnej 


F (a, y, Ax, Ay, A*y; My, ..., A*y) == 0: 
któremu powinno czynić zadość 
y= f (z, Az, e, Cy, Ce | Cn). 


Cis Co,» ++, €, Są stałe dowolne lub dowolne funkcye peryodyczne. 
Równanie różnicowe z wielu zmiennemi niezależnemi ma kształt 


F (2, y,z,..., Av, Ay, M. . .., f, M, Mf, A, ...,Arfy=0, 
któremu czyni zadość tożsamościowo z 
f=f(a,y,2,..., Aw, dy, az,.. Cy Cry Coy -o o y Co Cty o » Cow) 


funkcya, zawierająca 2n+1 ilości dowolnych. 


$ 3. Rachunek całkowy. 
Jeżeli mamy daną różniczkę 
f" (@) ..da 


_ 1 szukać będziemy funkcyi pierwotnej f (x), natenczas takie zagadnienie bę- 
dzie zasadniczem w rachunku całkowym. Piszemy w tym przypadku 


E [ram ta c. 


» Funkcya pierwotna f (x) nazywa sie całką; głoska c oznacza stałą do- 
= wolną, którą, jak widzieliśmy, zawsze dodawać można do funkcyi bez zmia- 
- ny jej różniczki. 

Możemy dowieść, że 


" [f (2) de = lim às. x f'(a). 
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Istotnie, mając na uwadze związek (14), z wzoru (3) wypada 


c Pd (a) +. 


|row= Ar. Z f' (2) + 
Przechodząc następnie do granicy, z ostatniego równania będziemy 
mieli 
(14a) ję (x) dz = lim Az Z f' (2), 
pozostałe zaś wyrazy w granicy zniknąć muszą, gdyż zawierają wyższe po- 
tęgi nieskończenie małego przyrostka zmiennej niezależnej. 


Dalej stosując działanie % do każdego wyrazu równania (3), otrzy- 
mamy: 


^ n er A (Az)? ce gn s, 
(15) = fu) = Ae SSP) + rz2ZzZf'(0)--..:, 


atoli wiemy, ze 
xfemífeda. 


Podstawiwszy powyższy związek w równość (15) i następnie mnożąc 
wszystkie wyrazy przez Ax, będziemy mieli 


Ch 


(16) w z |= (Ax EE f! (x) + SY ssp (ay. 


Na zasadzie związku (14a) widoczna, że 
lim ac. | F (z) dz = fæ [ re de; 
wskutek tego, gdy od równania (16) przejdziemy do granie, będzie natenczas: 
(17) J dz J f' (2) dz = lim (Ax... f' (2). 
Pozostałe wyrazy po drugiej stronie równości (16) w granicy zniknąć 
muszą, gdyż zawierają wyższe potęgi przyrostka Ax zmiennej niezależnej. 
Podobnie, stosując znowu znak XX do każdego wyrazu równości (16) 


i mnożąc przez Ax, otrzymamy 
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a i 4 

Ar Z Ax Z fr (x) dz = (Ar)? X X X f' (x) + uA ZZXXf'(»x-... 
Gdy przejdziemy od ostatniego równania do granic, bedzie 

(18) [e f dz | f' (x) dz = lim (Az SET f' (a). 


Rozumowanie powyższe można łatwo poprowadzić dalej dla wszelkich 
całek wielokrotnych. 

Wszystkie wzory podobne, jak (14a), (17), (18),..., wyrażają zwią- 
zek zasadniczy pomiędzy rachunkiem całkowym i rachunkiem sum całkowych. 
Gdyby rachunek sum był nam dobrze znany dla wszelkich funkcyj, natenczas 
za pomocą metody granic łatwo przeszlibyśmy do rachunku całkowego. Nie- 
stety rachunek sum zbadany jest tylko dla funkcyj wymiernych i całkowi- 
tych, dla innych zaś funkcyj nie posiadamy wzorów pod postacią skończoną. 

Jeżeli z wzoru (Ża, $ 1) zrobimy łatwe przejście do granic, natenczas 
będzie 


frar= f.F - fra. 


Jestto znany wzór całkowania częściowego. 
Szukanie całek oznaczonych 


Í f (2) dz 


przedstawia zawsze zadanie łatwiejsze i wartość takiej całki może być wia- 
domą niezależnie od kształtu całki nieoznaczonej. 

W rzeczy samej, jeżeli pomnożymy wszystkie wyrazy równości (12) 
przez Ax i przejdziemy do granic, przyjawszy Av nieskończenie zdążającem 
do zera, natenczas będzie 


E = m X—2,) 


teat FZ p (0) +.. 


(19) ji f (a) de = (X2) f (2) + 
Z równania (13) widoczna, ze 


x 
) f f (@) de = lim az Sf (x); 


To 
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oprócz tego z wspomnianego związku (13) wnioskujemy jeszcze, że, jeżeli 


fr (a) dz = lim Ar Z f (x) =9 (2), 


natenczas będzie 
x 
(20 | £e de — 9 Q0 — e (9) 


czyli, że całka oznaczona równa się zawsze różnicy dwóch krańcowych war- 
tości odpowiedniej całki nieoznaczonej. Po większej części, kształt całki 
nieoznaczonej bywa nam nieznany i wskutek tego wzór (19) będziemy uwa- 
żać za zasadniczy tak przy obliczaniu wartości całek oznaczonych, jak i przy 
poszukiwaniu ich własności. Wiadomo, że szereg nieskończony w kształcie 
(19) zawsze jest zbieżny i we wszystkich przypadkach może być użyty; gdy- 
by jednak granice całki były -|- oo i — oo, natenczas przed użyciem wzoru 
(19) należy daną całkę przekształcić za pomocą wprowadzenia nowej zmien- 
nej tak, ażeby granice stały się skończone. 

Jeżeli równość (13a) pomnożymy przez Aw i następnie przejdziemy do 
granie, natenczas otrzymamy znaną własność całek oznaczonych: 


fro dr = - fre dz. 
= 


To 


Z równości (20) widoczna, że 


bo 
Jro dz = p (X) — 9 (a) + p (a) — 9 (7), 


czyli że 
frevae= [ro dz + [ro dz. 


Tym sposobem każdą całkę oznaczoną możemy rozłożyć na sumę dwóch 
całek, podług powyższego prawidła. Każdą z tych dwóch nowych całek zno- 
wu możemy zastąpić sumą dwóch innych, czyli moglibyśmy daną całkę rozło- 
żyć na sumę czterech całek oznaczonych; i t. d. 
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$ 4. Równania różniczkowe. 


Równania różniczkowe z jedną zmienną niezależną mają kształt naj- 
ogólniejszy następujący: 


li 
(21) F(a ^W d) =? 
którego calka 
y = f (x, e) 


tożsamościowo czyni zadość danemu równaniu. Jeżeli równanie (21) rozwią- 


żemy względem pochodnej 4 , natenczas będzie 


o aa SR 


da bs ae 


gdzie Mi N są pewne funkcye zmiennych vi y. Z ostatniego równania 
wypada 

M dz + N dy =0, 
jestto prostszy kształt równań różniczkowych z jedną zmienną niezależną. 


Jeżeli mamy w równaniu różniczkowem dwie zmienne niezależne x iy 
tudzież ich funkcyę z, natenczas kształt ogólny równania będzie: 


(22) X dz + Y dy +Z dz + W dz dy — 0, 


X, Y, Z, W oznaczają pewne funkeye zmiennych v, y, 2. Równanie powyż- 
sze możemy napisać tak: 


X. T. W 
dz = — z 0 — z W z w. dy 


i porówny wajac z różniczką zupełną 


an 2 qz de + 7 a dy + —— dx dy, 


M 3 


? widzimy, ze 
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czyli 
BE odi m. n 
dy Z zi à cz) E oe 
Stad otrzymujemy nastepujace równania warunkowe: 


o Ź 2 ex ox 2 
TEE - Bent - gen 


ox z dy ea 


tudzież 


1 oY eZ X oY 2 
v Eae Dir ON 7 ter 7 ES 7 
LA (25 rz) z ux Y. 


Może się zdarzyć, ze W — 0, natenczas pozostanie tylko pierwszy 
z napisanych wyżej warunków, podany jeszcze w zeszłym stuleciu przez 
Eulera dla równania 


X dz +- Y dy - Z dz =0, 


które jest szczególnym przypadkiem równania (22). 

Jeżeli będziemy mieli n zmiennych niezależnych 2, 2o,..., 2n tu- 
dzież ich funkcyę v, natenczas najogólniejszy kształt równania różniczko- 
wego o różniczkach zupełnych będzie 


po MIMO, RR. MOWIE. AW AN ESR 7. 


" 1,5 n 
X, dz, + S X, dz, dv, -- S. Xu, dz, dz, dmi +s 
i,k I 


tk, 


Xde+ 
(28) 


v we =- Xi as da, ds IE dx, = 0, 


gdzie współczynniki X;, Xix, Xu, ..., X są pewne funkcye wszystkich 
zmiennych L, Lys To, . + «s Ta. 
W szczególnym przypadku, gdy 
Xu — Xin ae Xy, n ce, 0, 


kształt równania różniczkowego będzie prostszy 


1,...,% 
X dz + X X, dz, — 0. 
i 
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W tym ostatnim przypadku współczynniki czynią zadość znanym wa- 
runkom całkowalności; jeżeli zaś równanie różniczkowe ma kształt (28), na- 
tenczas, oprócz wspomnianych warunków całkowalności, dołączają się jeszcze 
nowe warunki, które można wyprowadzić tąk, jak to uczyniliśmy dla dwóch 
zmiennych niezależnych. 

Oprócz równań o różniczkach zupełnych, mogą być jeszcze równania 
różniczkowe cząstkowe, czyli równania, zawierające pochodne częściowe. Te 
ostatnie mogą być rzędu 1-go w kształcie: 

qQ rw m ri, E 3 i.) = 0 


dep dzy” — 9 AOR 


æ oznacza zmienną zależną; 24, %,...,@, są zmienne niezależne. 
Całka równania zawiera n--1 stałych 


wy BL So ss Bay Cry Cr. + «+ Ćw, Oe 


Równania różniczkowe cząstkowe rzędu 2-go mają kształt 


d da dx dæ d? z d? © 
©, By, Loy oss py mm Got a — ja UN ERE 
"AEN ee” ee " ‘da,’ do, das > do, day,’ 
d? © de dèx 0 
Oe igo meee ddły s ae j 


Podobnie można napisać równania rzędów wyższych. W szczególnym 
przypadku w równaniach rzędów wyższych może być zamiast m zmiennych 
niezależnych jedna tylko zmienna z, i jej funkcya s. Całkowanie równań 
różniczkowych utrudnia się znacznie, gdy dany jest cały układ równań. 
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IV. Teorya przyrostków wykładniczych. 


Jeżeli mamy układ liczb 
GWO 0 o TPA 


i jeżeli układ ten tworzy się podług pewnego prawa rachunkowego, to daje 
się pomyśleć dwojakiego rodzaju zależność jednych liczb względem drugich, 
czyli dwa odrębne rachunki. 

Po pierwsze, układ może być utworzony podług prawa różnie 


x, eA, z--24, z-H33, .. . , cna, ... 
albo też, po drugie, podług prawa potęg 
ead coq. 000, az ECOÓ cu. 


Pierwszemu rodzajowi zależności odpowiada rachunek różnic, gdy A 
jest ilość skończona, rachunek różniczkowy, gdy A jest nieskończenie mała. 
Drugiemu rodzajowi zależności odpowiada rachunek przyrostków wykladni- 
czych, gdy T jest jakakolwiek ilość skończona, oraz rachunek wykładmiczko- 
wy, gdy I’ nieskończenie zdąża do zera. W rachunku różniczkowym funkcye 
pochodne należą do typu T , w rachunku wykładniczkowym pochodne zale- 
żeć będą od wyrażeń typu 1°. 

Następujące rozumowanie okaże, w jaki sposób wspomniane wyżej ra- 
chunki zasadnicze wiążą się pomiędzy sobą. 
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Dajmy - 
y = f (x) 


i przypuśćmy, że x otrzymuje przyrostek Az, a jednocześnie y zwiększa się 
o Ay, natenczas będzie 


(1) y + Ay = f (x4-32). 
Zalózmy dalej 
(2) zdr = alte, ydy = y". 
Podstawiając ostatnie wartości w równanie (1), otrzymamy 
y^? = f (at). 


Można łatwo dowieść, że a i f znikają jednocześnie; w rzeczy samej, 
z równań (2) wypada 


lg (c-HAv) = (1-++a) . lg z, 
lg (yJ-Ày) = (1+8) -lg y; 


(3) 


Oprócz tego wiemy, że 
lg (z4-Az) — lg x = A . Ax + e âx, 
lg (y+4y) — lg y = B. Ay + y. åy, 


gdzie Ai B są pewne ilości skończone, e i; nieskończenie małe. Mając na 
uwadze ostatnie związki, z równań (3) otrzymamy: 


| (iy 5o: 


lg x 
(4) 
| B+» 
2717200 


Widzimy więc, że ilości a i 8 znikają jednocześnie z Ay i Ax. Z ró- 
wnań (4) wnioskujemy także, że przyrostki wykładnicze zawsze zastąpić mo- 
gna przyrostkami różnicowemi. Gdyby jednak z powyższego zrobić wniosek, 
że rachunki przyrostków wykładniczych skończonych lub nieskończenie ma- 
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łych są zupełnie zbyteczne, ponieważ zawsze mogą być zastąpione rachunka- 
mi różnie lub różniczek, wniosek taki byłby zbyt powierzchownym i zarzut 
bezzasadnym. Możnaby było z równą słusznością twierdzić, że mnożenie 
jest działaniem zbytecznem, ponieważ zawsze może być zastąpione dodawa- 
niem. Nikt jednak nie będzie dowodził bezużyteczności mnożenia; sądzę 
więc, że rachunku przyrostków wykładniczych lekceważyć nie można. 

Być może, że rachunek wykładniczkowy nie będzie mieć nigdy tak 
wielkiego znaczenia, jak rachunek różniczek; to jednak wątpić nie można, że 
rachunek wykładniczkowy przedstawiać będzie w matematyce znaczne uła- 
twienia i skrócenia dróg rachunkowych, podobnie jak mnożenie skraca dzia- 
łania kolejnych dodawań. Po kilku uwagach wstępnych, powyżej wylusz- 
czonych, przejdziemy do teoryi przyrostków wykładniczych. 


$ 1. Funkcye jednej zmiennej niezależnej. 


Przyrostkiem wyktadniczym funkcyi f (z) nazywamy pewną ilość skon- 
czoną tego rodzaju, że, nadając jakikolwiek przyrostek [wv wykładnikowi 
zmiennej «©, będziemy także mieli Tf odpowiedni przyrostek wykładnika 
funkcyi, czyli 


[f ŒH = f (aer). 
Stad wypada 


A A le 
fœ) 


(5) Lf (a) = 


If jestto przyrostek wykładniczy rzędu l-go funkcyi danej. Iloraz 
napisany po drugiej stronie znaku równości (5), będziemy nazywać zmiano- 
stanem funkcyjnym, albo krócej funkcyałem rzędu 1-go i, dla krótkości, ozna- 
czać możemy gloska ©,. 

Widzimy więc, że funkcyał otrzymuje się, kładąc w funkcyi danej 
ait+Te zamiast v i dzieląc przez pierwotny stan funkcyi. 

Biorąc logarytmy po obu stronach w (5), otrzymamy 


x... 187 GT”) — Ig / 0) 
albo krócej 
lg © 
to n Et 
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czyli przyrost wykładniczy rzędu 1-go przedstawia iloraz logarytmu funkcya- 
tu rzędu 1- go przez logarytm funkeyi danej. 


Twierdzenie I. Przyrost wykładmiczy rzędu 1-go nie zmienia się wcale, 
gdy zamiast funkcyi f (x) weźmiemy [f (x)|, gdzie c oznacza stałą do- 
wolną. 

W rzeczy samej, robiąc wyżej wymienione podstawienie, będziemy mieli 
równanie (6) w kształcie 


ele f+") — c Vg f (a) 
aee c.lg / (z) 


Widoczna, że ilość c skraca się inie może wpływać na zmianę If. 
Jest rzeczą godną uwagi to, że c może być także dowolna funkcya wykładni- 
czo-peryodyczna 


zs riw) = qu (vire) 
i w tym przypadku If, jak widzimy, nie ulegnie żadnej zmianie. 
Mając funkcyę f (x) i jej funkcyał rzędu !-go 


f (ier) 


f(x) ' 


otrzymamy fumkcyał rzędu 2-go, kładąc w ostatnim znowu z'*7" na miej- 
sce x i dzieląc przez stan pierwotny, będzie więc 


für) flar) — f(aotre).f (a) _ 


quee "fo = [ep = %. 
Będziemy w tym przypadku pisać 
(7a) [f (DJ = £,, 
skąd wypada 
— Jg f (aTe') — 2 1g f a") + lg f (a) 
" TR E- ORD c 


albo krócej 


(Tb) Df = 
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I? f oznacza przyrost wykładniczy rzędu 2-go. Tak więc, przyrostek wy- 
kładniczy rzędu 2-go równa się logarytmowi funkeyalu rzędu 2-go, podzielo- 
nemu przez logarytm funkcyt. 

Dalej, kładąc w funkcyale rzędu 2-go znowu «'+7* na miejsce æ i dzie- 
ląc przez stan pierwotny, będziemy mieli funkcyał rzędu 3-go: 


fate) f (gere) flatra) f(z) _ fer) [flat] 2 
EPOK mem +, WZA  .LLUS 


W tym przypadku piszemy 
[f (x) = 9,. 
Biorąc logarytmy, otrzymujemy z powyższego: 


(8) D f = 1g f (a tb?) = 1g f (atro -- 3 lg f£ (aclt-72) ) = lg if (x) 


lg f (x) j 
albo krócej 
è U y lg P, 
Pa) "ER lg f (a) ' 


I f oznacza przyrost wykładniczy rzędu 3-go. 

Tak więc, przyrostek wykładniczy rzędu 3-go równa się logarytmowi 
fumkcyału rzędu 3-go, podzielonemu przez logarytm funkeyi. 

Podobnie dalej będzie 


PM f (titre) . CF (xat ro*yle , f (x) = 
i prem yp Coa) "e 


Logarytmujac ostatnie równanie, będziemy mieli 


lg f (Z0 tre") — 41g f(at+T2') + 61g f (Ta) —4 lg f(ct77)--gfér) | 


OE lg (5 


i t. d. 

Sposób pisania przyrostków wykladniezych jest latwy, gdyz, jak wi- 
dzimy, współczynniki są te same, które juz spotykaliśmy w różnicach rozmai- 
tych rzędów i w znanym wzorze dwumianu Newtona. 

Napiszemy teraz wzór główny i zasadniczy w teoryi przyrostków skoń- 
czonych: 


n(n—1) n (n—1) (n—2) 


(10) LAE SRA mag OU Bere 


f (a0+re") = (f ()] 
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= Wzór ten obejmuje wszystkie definicye przyrostków wykładniczych; 
jakoż, kładąc n—1, otrzymamy 
"n f (wte) = [f (x)] tr, 


| €o jest prawdziwem na mocy (5). Kladae w (10) n=2, będziemy mieli: 


j f (E022) = [f (ay PTY = f (e). [FET - |f oy". 
Po wyrugowaniu z ostatniego równania 
[f (x) 7", 
. przy pomocy (5) otrzymamy 


, (acera) , f (x) 
|f (a) PY = ES ‘ 
co jest prawdziwe na zasadzie definicyi (7a). Tak samo będzie i dalej przy 
n = 3,4,... Przyjmując takim sposobem, że wzór (10) jest prawdziwym 
. dla liczby n, możemy dowieść, że pozostanie prawdziwym i dla n+1. W rze- 
czy samej, według umówionego powyżej prawidła definicyą dla przyrostka 
— wykladniezego n+1 rzędu będzie: 


(n--1)n 


aif f (aero 5] 1.2 


MAO" um f orra) [f (atre) n7 


++ EF GRE 
W ostatnim czynniku powyższego wzoru napisaliśmy wykładnik ++ 1, 
co znaczy, że znak +- wziąść należy, gdy n+ 1 jest liczba parzysta, znak — 
weźmiemy w przypadku, gdy n+1 będzie liczba nieparzysta. Po wyrugo- 
waniu z napisanego wyżej równania ilości 


f (aero), f (attra), 


przy pomocy (10) otrzymamy 


(ei) 4 par A4 PPS pop 
VIC =f (atro) [f()] mi) LAS TEE 7) 
(n--1)n A w—1)I' B=) (5—9) r Eur 4 
oj ee 7 trot, 
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skąd po łatwem uproszczeniu będzie 


f (iere) 
[fe "i Teen. ry D mp. n-m T fiHn- pij PE De P ryt. ze N+. Bl 
Wykonawszy w ostatniem wszystkie redukcye, będziemy mieli osta- 
tecznie: 
Ina) Zf4- ep Tr p nti 


n I 
f (+72) 1 z [f (x)] s 
Tym sposobem wzór (10) staje się ogólnym i prawdziwym zawsze. 


Wzmiankowany wzór możemy także pisać w kształcie dogodniejszym, biorąc 
logarytmy po obu stronach 


lg f (aor) 
lg f (x) 


n =) 


=1-++n.Tf+- ef 
(11) 
^(n—l)(n—2) ,, mf 
HHA o DE esso Inf. 


Mając wyłożone poprzednio określenia przyrostków wykładniczych roz- 
maitych rzędów, możemy bez wszelkich trudności wyprowadzić następujące 
wzory przyrostków dla funkcyi zasadniczych: 


l(a”) = Te, T*(a") = (Ix), I (4")=(Te)?, itd 


lg (12-22) 


Se ee i Ole ee 2E 0, 150 


lg a* (ay 


r (a*) — lg a” 


= gT? — 1; I" (a7) = gT2*+2ŁTa = p Pa oh ily 


T’ (a7) == q(Tz)+-3(T2)*+-3T'x i 3 qg(T2*+2T x + 3 gle — 1 3 i é d. 


lg sin g!+72 


lg cos w+? 
lg sin x 


T (sin c) = Sana e 


— 1, T(cosz) = 


Gdy mamy a = stałej, natenczas Ta = Ia MSZ 
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Dajmy jeszcze 
yi = fi (z) 


- i niech będzie suma algebraiczna: 
u =y + yo: ccu. 


Stosując symbol A do każdego składnika napisanej sumy, będziemy 
mieli 


(12) Au = Ay, + Ay, +... + dy. 


Widzieliśmy powyżej (4), ze 


(13) dy Rd 


dalej wiedząc, iz 


1 
= Jy, B=—, 
B= Ty y 
otrzymamy z (13) 
Ay =y lg y . Ty + i, 


gdzie ¢ oznacza ilość nieskończenie małą. Uwzględniając ostatni związek, 
będziemy mieli z (12) 


ulgu.Tu--i=y lg y, Ty, +ù + Ya IE Ya TY, Hit... 
eo Yn Ig Yn. TY + ta. 

W granicach ilości nieskończenie male znikną i wskutek tego będzie 
T (M d sc. dy») 


— WIE LY dr ydg Y -Tya +. + n dE YW: Ty 
(W Tr Va +++ yn) dg QA + Ya b + yn) 


Wzór ten przedstawia sposób pisania oraz wartość przyrostka wykla- 
dniczego sumy algebraicznej. 
Wyprowadzimy poniżej wzór przyrostka wykładniczego iloczynu 


WW. 25 


y=f(a), z <F(a). 
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Dla danego iloczynu będziemy mieli widocznie 
mitre = f (ATEA) AZ (vit) ; 
skąd wypada łatwo 


a f (attr) F (x'tTr) 
MMICUE UC „2 


r ire 


czyli 


uszy. z, 
Logarytmując powyższe równanie, otrzymamy 
Iu.lgu-Iy.lgy-d-rIz.lgz; 
stad wyplywa 


A 2gy9.Iy--igz.Iz 
Inm lg (yz) 


Jestto wzór przyrostka wykladniezego rzędu 1-go dla iloczynu. 


Ażeby 


otrzymać przyrostek rzędu 2-go dla danego iloczynu, napiszemy na zasadzie 


przyjętej poprzednio definicyi 


f (a0 +r2}) , F (x012) l FE) 1 P (ars) 


ul» = a B. j : | 
[ (oe). PF (goth) f (z). F (z) , 
czyli 
m [CN fe) FW). F(u) 
P yo AL eee. ICTU PST © 


Stąd widoczna, że 
ar = yy, zł, 
Przechodząc do logarytmów, z ostatniego równania otrzymamy 
I'u.l]lgwzsI*y.lgy--21?z.lgz, 
wiec bedzie 
[2 (ys) = Igy. D Iz . 
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4 P 4 . 
Jestto wzór przyrostka wykładniczego rzędu 2-go dla iloczynu. Pro- 
wadząc dalej rozumowanie tą samą drogą, dojdziemy do wzoru przyrostka 
jakiegokolwiek rzędu 


REDZRE $75 je id. Ta. 
dila lg (yz) 


Wzór ten bardzo łatwo daje się uogólnić dla jakiejbądź liczby czyn- 
ników 
lg yy LY, +18 Yo Lo pr IE yo Dy, 
D (Yi Ya... Yn) 5 NN RE , 
(An a 2) lg (Y1 -Ya +++ Yn) 

Dowiedziemy jeszcze wzoru przyrostka wykładniczego rzędu m-go dla 
ilorazu. Przytem przytoczymy dowodzenie ogólne, które można stosować 
bez zmiany tak dla iloczynu, jak idla ilorazu, tylko, ażeby ułatwić zro- 
zumienie, dla iloczynu użyliśmy dowodzenia na przypadkach szczególnych. 

Niech będzie dany iloraz 


gdzie 


Równanie, przyjęte za definicyę przyrostka m-go rzędu, będzie 


m(m—1) 


- f (acere f (a+r) ) E f (waren ) | 1.2 
w LJ = T ZE — aim —PÓng M ME ^ p ea z 
) 


F (aoro) - F (a aera F (aTa AE SA 
(4) 
f (a) p 
(T EF (a) i 


Podobnie mamy 


m (m1) 


gr f(r) [f EPO. [f rre] FR... fin", 
U 

- tudzież 

żę 


m (m—1) 


I": — p (airo) , [P (otro) [Foren] * [PoE 


5 
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widzimy więc, że z równania (14) wypada 
s a = yr”! + xix. 
Biorąc w ostatnim związku logarytmy, otrzymamy 


I"uw.lgu—I"y.lgy—I"z.lgz, 


czyli 
pał — I"y.lgy—I"z.lgz 
ie (>) | 
W szczególnym przypadku, gdy z = + = stałej, natenczas będzie 
pamm 


$ 2. Funkcye wielu zmiennych niezależnych. 


Przejdziemy teraz do określenia przyrostków wykładniczych funkcyi 
dwóch zmiennych niezależnych 


f —f (a, y). 


Jako definicyę przyrostka wykładmiczego zupełnego rzędu 1-go przyj- 
mujemy równanie 


Pam yy) 


is LET WIRT 


za definicyę przyrostka wykladniczego zupełnego rzędu 2-go bierzemy 


f (attr, yotry) . f (©, y) 


pd m rers uen 


i wogóle przyrostkiem wykładniczym zupełnym rzędu m-go będzie 


fr = f(a Hra” z yo tr) H l/ (az a rmn? : ye |" 


r L (xtra yes re NSW ad r (a, nf : 
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W ostatnim czynniku powyższego wzoru będzie wykładnik -+ 1, gdy 
m liczba parzysta, przeciwnie, wykładnik — 1 wziąść należy w przypadku m 
nieparzystego. 
Jako następstwo przyjętych określeń przyrostków wykładniczych bę- 
dzie wzór zasadniczy 
nin 2 n(n—1)n—2) 


" REC 1-1. Df + —— . 12 f+ —— ft... prs 
T (atre f yr) ) = [f (a, y)| Jt 123 J 


Prawdziwość tego wzoru dowodzi sie zupelnie tak samo, jak dla funkcyj je- 
dnej zmiennej niezależnej; unikając zbytecznej rozwlekłości, nie będziemy po 
raz drugi powtarzać znanych dowodzeń. 

Przeszedłszy do logarytmów, z ostatniego wzoru otrzymamy 


Mg f (aero, eru) 


s: rd 
le F(z, y) E | +n If-4- "Dy 


(17) p 
lis oe) .I"f+...+T*"f. 


Z równania (15) otrzymujemy 


Ig f (atte, yt») — lg f (zy) , 
"Bien 7 


stąd widoczna, że przyrostek wykladniezy Tf nie ulega żadnej zmianie, gdy 
zamiast f(x, y) weźmiemy [f (z, y)|, gdzie c stała dowolna. W istocie 
będzie w tym przypadku 


Tf = £ lg f (atts, yv) — elg f (2, y) — 
x c lg f (x, y) 
Ułamek, napisany po drugiej stronie powyższej równości, skraca się 
przez c. Ilość c może być także dowolna funkcya wykładniczo-peryo dyczna 


c=v (xT, ytTY) = y (©, y), 


i w tym przypadku wzmiankowany ułamek skrócić można przez w. 

Dla odróżnienia od przyrostka wykladniczego zupełnego nazywać bę- 
dziemy przyrostkiem częściowym taki przyrostek wykładniczy, który odpo- 
wiada pewnej tylko zmiennej, podczas gdy wszystkie pozostałe zmienne 
traktujemy, jako ilości stałe, tak naprzykład 
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= Fenny 


Tf 
i DT fy "' 
rw [n yH 
m PN CA TS 


Przyrostek częściowy rzędu 2-go, wzięty nasamprzód względem zmien- 
nej z, a później względem y, otrzymamy, jeżeli podstawimy po drugiej stro- 
nie równości (18) y**7* zamiast y i następnie podzielimy przez stan pierwo- 
tny, będzie więc: 


vu _ f (tt, yet). f (v, y) 
(20) f = Fa yty. (Gy) 


Zupełnie takie same wyrażenie otrzymamy z (19), kładąc po drugiej 
stronie znaku równości z'"/^ zamiast v i dzieląc przez stan pierwotny: 


fre! — Tey) Fav) 
f (em, y) f (m y 


Z porównania dwóch ostatnich zwiazków mamy prawo symbolów: 
DA ses nh 
Pomiędzy przyrostkiem wykładniczym zupełnym i przyrostkami czę- 


ściowemi istnieje związek, który otrzymamy łatwo, mnożąc odpowiedniemi 
stronami równości (18), (19) i (20) 


PŁYT — Fett, yttzy) 
f (©, y) 


Porównywajae ostatnie równanie z (15), widzimy, ze 


DyfTVfM TI f ry 


czyli 
(21) Tf = Ie f + Ty f + Dag f- 


Tym sposobem, przyrostek wykładniczy zupełny równa się sumie trzech 
przyrostków częściowych: przyrostkowi rzędu 1-go względem a, więcej przyro- 
stek rzędu 1-go względem y, więcej przyrostek rzędu 2-go względem xi y. 
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Mamy w tem twierdzeniu, równie jak i we wszystkich innych twier- 
dzeniach, zupełne podobieństwo do wzorów różnic. Symbole A zastąpione 
są przez symbole 7, wskutek tego treść wzorów jest inna, lecz forma ze- 
wnętrzna pozostaje bez zmiany. Forma zależy tylko od powszechnych praw 
algorytmii i we wszelkich rachunkach nie zmienia się; forma zewnętrzna po- 
zostaje abstrakcyą niezależną, w którą przelewają się ideje rozmaitych ra- 
chunków. 

Ażeby wyśledzić wspomniane podobieństwa dalej, przejdziemy do przy- 
rostków rzędów wyższych. 

Napiszmy następujące przyrostki wykładnicze częściowe rzędów wyż- 
szych: 


Df (Hay , ; 
(22) [5 % Fem d ; 


Pus f (ae, yty) . f (a, y) 
mo ICE NL ATE 


(24) Pus _ f(a, yt") f (ay) 
3 DEET 707 252: ERN 


Dalej, kładąc w (22) y't7v zamiast y we wszystkich wyrazach po dru- 
giej stronie znaku równości i dzieląc przez stan pierwotny, otrzymamy 


as p _ LE yty. fas, yt). [f (ate yje 
TF, FPN FR, y.FGY) 


podobnie z (24), kładąc z'*/^ zamiast z we wszystkich wyrazach po dru- 
giej stronie znaku równości i następnie dzieląc przez stan pierwotny, będzie- 
my mieli 


gà) f _ flety. patre y) [fly 


Nakoniec, kładąc w (25) y't7v zamiast y we wszystkich wyrazach po 
drugiej stronie znaku równości i dzieląc przez stan pierwotny, otrzymamy: 


f "zzyy” 

(27) 
_f (Te, yty”) , f (a, yat) . (f ates, yo) J* . f (attr, y) f, y) 
U Ere, pete)? [f (atro, yy]? (F(a, YTY) (f (FT, y)? 
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Wyrażenie (27) można otrzymać także z (26), kładąc we wszystkich 
wyrazach po drugiej stronie ‘+’ zamiast x i dzieląc przez stan pierwotny. 
Wnioskujemy z tego, że 


1 zy f Munoz f- 


Wzór (25) można otrzymać z równości (23), pisząc we wszystkich wy- 
razach po drugiej stronie «'+’” zamiast æ i następnie dzieląc przez wartość 
pierwotną ułamku; stąd wypada wniosek, że 


I"; ey M = T5 us T* 


Podobnie, pisząc w (23) we wszystkich wyrazach y'+7v na miejsce y 
i dzieląc przez pierwotną wartość ułamku, zauważymy, że 


g sayy f= Phys f: 


i t. d. 

Prawo symbolów jest to samo, które wyłożyliśmy w teoryi różnice w roz- 
dziale I. 

Podniósłszy do kwadratów równania (28), (25) i (26), dodamy tak 
otrzymane wypadki z równaniami (22), (24) i (27), będzie wówczas 


rw 2 Dayi t T'yy f F2 Dzzy/ tT yya! t Pizy J 


f (ater, att). f (a, y) 
[fmm ym c 


Porównywajae ostatni zwigzek z (16), widzimy, ze 
(28) = f = Iza fF 21", , fr Dy Par 21", ; y f+ yya f Trasy Ta 


Tym sposobem, przyrostek wykladniczy zupełny rzędu 2-go wyraża się 
za pomocą przyrostków częściowych tak samo, jak różnica zupełna rzędu 2-go 
przez odpowiednie różnice częściowe. Widzimy więc i tutaj, że prawa sym- 
bolów Ai 7' niczem nie różnią się, chociaż treść wewnętrzna jest zupełnie 
inna. 

Podobnie i dalej łatwo otrzymać związek przyrostka wykladniczego zu- 
pełnego rzędu 3-go z przyrostkami częściowemi 
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gy Po Pont Way + 89 f 4 Tuo fA ŚP 
( 
+ 6 Fe, yea f+ 3T*,,0 f + 315,9, 9 f 4- 31520) yt) f -- T5,9, 9 f. 


Dla uniknienia pewnych trudności pisania, nie wyprowadzamy szczegó- 
łowo tego ostatniego wzoru, sądząc, że metoda postępowania jest dostate- 
cznie powyżej objaśnioną i łatwą dla zrozumienia. Na poprzedzających stro- 
nicach mówiliśmy o licznych podobieństwach rachunku różnic, tudzież ra- 
chunku przyrostków wykładniczych. Wspomnieć także trzeba o pewnej 
własności, która nie powtarza się w obu rachunkach i zasługuje na baczną 
uwagę. 

W rachunku różnie mieliśmy 


A(Af)=Aaf, A(Af)=AY,...,A(Af =AHf; 


prawo to ma znaczenie drugorzędne, gdyż całą teoryę różnie można wykładać 
na zasadzie umówionych definicyj, nie robiąc najmniejszej wzmianki o tem 
prawie symbolów. Jednak na prawo, wymienione wyżej, od samego począt- 
ku wykładu zwróciliśmy uwagę, ponieważ to daje nam znaczne udogodnienia 
tak w rachunku różnic, jak i w rachunku różniczkowym. 

W rachunku przyrostków wykładniczych podobnego prawa symbolów 


7 (qe p => rer f 


nie ma wcale, ponieważ symbol J’ oznacza zawsze tylko pewien wykladnik 
wielkości, gdy tymczasem symbol A oznacza samą wielkość; więc też nie ma 
nie w tem sprzecznego, że prawo łączenia wielkości nie może być tożsamo- 
ściowem względem praw kojarzenia wykładników pewnych wielkości. 

W dalszym ciągu przejdziemy do funkcyj trzech zmiennych niezale- 
żnych 


F = F (x, y, 2). 


Jako określenie przyrostka wykladniczego zupełnego rzędu 1-go przyj- 
mujemy związek: 
: F (atte ytty zits) 
PF ZH f , 


Za określenie przyrostka wykładniczego zupełnego rzędu 2-go bierzemy 


F (titre) | YOH, gaüTro) .F (z, Y, z) 


(31) pr — [P (GFT, yrFTy, Ts) 
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Przyrostkiem wykładniczym zupełnym rzędu 3-go będzie IF 


F (z0+T2”, yt+ry, 20+). [F (git, y+TY, zT: "y 


(32 FF = — —[F (GET gi aT F (y. z) 


it. p. 
Następstwem przyjętych definicyj będzie wzór główny 


F (airo y yo tro, ZO+") 


n(n—= E d 2) 


ia. DP+—— .T"F+4- 
= [F (x, y, 2)] 


ISF... IU", 


który możemy pisać w postaci dogodniejszej: 


lg F (ga+Ta", yü-ry". za4ro") 
lg F (x, y, 2) 


(33) 
— 1a. rp. 0D, pr+ OC". ng... 4 IF. 


Ogólna prawdziwość tego wzoru dowodzi się metodą, o której kilka- 
krotnie już wspominaliśmy w pracy niniejszej. Dowodzenia te, jako znane 
i łatwe, pomijamy. 

Z równania (30) zapomocą logarytmowania otrzymujemy 


lg F (attr, yy, Atr — lg F (a, y, 2) 


dm lg F (x, y, z) : 


skąd widoczna, że przyrostek wykladniezy [F nie ulegnie żadnej zmianie, 
gdy zamiast F (x, y, z) weźmiemy [F (z, y, z)|”, gdzie c oznacza stałą do- 
wolną. W rzeczy samej będzie 


c lg F (x77, yty, gtr) — cle F(x, y, ay 


TE == 
2 c lg F (a, y, z) 


po skróceniu przez c otrzymamy pierwotną wartość ułamku. Łatwo zauwa- 
żyć, że ilość c może być dowolna fnnkcya wykładniczo-peryodyczna 
c=vw ate, yr giro) n i (z, y, z) : 


w tym przypadku wzmiankowany wyżej ułamek skrócić można przez wy. 


http://rcin.org.pl 


„JADĘ ET © (ae ive, A ie 
E. 73 u Ke 
Nazywajac I, F, T,F, T.F przyrostki wykładnicze częściowe rzędu 
1-go, będziemy mieli 


(34) ir Fax y, 2) 


F(zy;ż) ? 
F (x, yH7*, 2) 
PoP os 2 22 
E xi F (x, y, 2) 
(36) pnr. Tewa) 


F (v, y, Z) 


Przyrostki częściowe rzędu 2-go będą miały kształt Isy F, D?,. F, 
I, F 


F (petro, yty, z) . F (a, y, 2) 


OMS JEN Suit D idi Bor Neds oem RT 
em Tr F (Ora y, z). F(a, yty, z) ' 
? : F (ae, y, ZTS) | T (a, Y, 2) 

205 = > CE E 
d z F (aH, y, z) F (a, y, P) ' 
(39) gula, E yr vun) FU 


F(a, y *!v, 2). F(a, y, 2h") 


Wyrażenie, napisane po drugiej stronie znaku równości (37), otrzymuje 
się z (34), kładąc we wszystkich wyrazach drugiej strony y*+7¥ zamiast y 
i następnie dzieląc przez wartość pierwotną. Można to samo otrzymać z (35), 
pisząc 2+"? na miejsce x i dzieląc przez wartość pierwotną; z tego wnio- 
skujemy, że 


Ty P> Pg M 
Wyrażenie, napisane po drugiej stronie znaku równości (38), otrzyma- 
liśmy z (34), kładąc we wszystkich wyrazach drugiej strony 2+7" zamiast 2 
i dzieląc przez stan pierwotny całego ułamku. Moglibyśmy takie same wy- 


rażenie otrzymać z (36), napisawszy 2!*7/* na miejscu x i podzieliwszy 
przez wartość początkową; stąd wynika 


DLE = Teer 


$ 
^ 
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Podobnym sposobem objaśnia się łatwo, że 


I”: F= Iray F. 


(40) 


74 


Oznaczając przyrost wykładmiczy częściowy rzędu 3-0 przez yr dh, 
bedziemy mieli 


F (wre yero, zur), P (atte, y, z). F(zy HY, z) . F (x y, a+?) 
Blaze Y, go i F(a, yty, z!+Te) j F(g tre, yty, z) 5 F(a, yz) 


JUGE = 


Wyrażenie, które widzimy po drugiej stronie powyższego równania, 
otrzymaliśmy z (37), pisząc we wszystkich wyrazach strony drugiej 2*+7* na 
miejscu z i następnie dzieląc przez wartość początkową całego ułamku. Ta- 
kie same wyrażenie można otrzymać z (38), kładąc y+” zamiast y idzie- 
lac przez wartość pierwotną, lub też z (39), jeżeli napiszemy æ+"? na miej- 
sce x i podzielimy przez stan początkowy ułamku. 

Wnioskujemy stąd, że ma miejsce 


Pye F = M0: F=[X,., P= yy P 


Ażeby wyprowadzić związek, istniejący pomiędzy przyrostkami wykła- 
dniczemi częściowemi tudzież przyrostkiem zupełnym, pomnożymy odpowie- 
dniemi stronami równania (34), (85), (36), (37), (38), (39) i (40), natenczas 
będzie: 


Toft Ty FT, f+ Isy F4 Ip F+- Tys F+ Phys F F (acte - T2 yet Ty ZF) 
F = 9. 1 
F (2, y, 2) 
Porównawszy ostatnie równanie z (30), widzimy, że 
(41) TF=T.F--I,F+-T.F+- Pry PHD’ FI, P+ My, F. 
Tak więc, przyrostek wykladniczy zupełny rzędu 1-go fumkcyi trzech 
zmiennych niezależnych równa się sumie trzech przyrostków częściowych rze- 
du 1-go względem każdej zmiennej zosobna, więcej suma trzech przyrostków 
rzędu 2-go względem każdej pary zmiennych, więcej przyrostek częściowy rzę- 
du 3-go względem wszystkich zmiennych. 
Podobną, jak powyżej, drogą można wyprowadzić wzór 
| DF = Duo) FELD, FH OFHI FH, PHF 
+273,0) y FHI), , F--21?, (9 FH, (e), F4-213,,:2) P+ AI, o P 
(42) T 615, P+ D5,9, 0) FHI 2) P+ y(2),2) F--AT5 y F 
TAT', m; PHA ry, F4-215,0) ye) P+ 25,0, 9 FP 
T 215, 0,0) F +T" xo), y(2),:2) Bi, 
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Wzór ten wyraża związek przyrostka wykładniczego zupełnego rzędu 
2-go z przyrostkami częściowemi. Jakkolwiek dowodzenie tego wzoru jest 
bardzo łatwe, to jednak pisanie wszystkich wzorów częściowych byłoby nie- 
dogodne i zajęłoby zbyt wiele miejsca. Wzory przyrostków wykładniczych 
rzędów wyższych stają się coraz bardziej zawiłe, ograniczymy się więc tylko 
przypadkami, wyłożonemi powyżej. 

Taka sama metoda którą stosowaliśuy do funkcyj dwóch i trzech 
zmiennych niezależnych, zastosować się daje dalej do funkcyj czterech, pię- 
ciu i wogóle wielu zmiennych niezależnych. Powtarzanie w dalszym ciągu 
tych samych, jak poprzednio, rozumowań, uważamy tutaj za zbyteczne, są- 
dząc, że praca niniejsza na ogólności dowodzeń nic nie straci. 
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V. Rachunek wykładniczkowy. 


Przejdziemy teraz do rachunku ilości nieskończenie małych, przypusz- 
czając, że we wszystkich wzorach poprzedzającego rozdziału przyrosty wy- 
kładnicze T' dążą nieskończenie do zera. Będziemy pisać dla odróżnienia 
głoskę y zamiast D, pamiętając zawsze, że I" oznaczało przyrostki skoń- 
czone, gdy tymczasem y oznaczać będzie przyrostki wykładnicze, nieskoń- 
czenie zdążające do zera czyli nieskończenie małe. 


$ 1. Funkcye jednej zmiennej niezależnej. 


Funkeyq nadpochodną rzędu 1-go nazywamy granicę stosunku przy- 
rostku wykładniczego funkcyi do podobnego przyrostku zmiennej niezależnej, 
w miarę tego, gdy przyrostek yx zdąża do zera. 

Będzie więc na zasadzie związku (6a, IV) 


: : lg 2 

1 lim s, P lim ——— , 
M) yx yc . lg f (©) 
Łatwo zauważyć, że iloraz 


lz 2, 
ya 


przedstawia się pod postacią nieoznaczoną > gdy yx zdaza do zera. Gra- 
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b Md 77 
nicę wzmiąnkowanego ilorazu oznaczymy przez lg U,, tak więc 


LZY MR - 
lim Tex CK Uu. 


.. Przeszedlszy od równania (1) do granic, pisać będziemy głoskę g za- 
miast głoski y, tym sposobem z (1) otrzymamy 


lg U, 
lg f (x) ’ 


als, 


of jestto nadpochodna rzędu 1-go. Wielkość U, nazywać będziemy /unk- 


cyałem wykładniczkowym rzędu 1-go. Widzimy więc, że nadpochodna rzędu 
1-go równa się ilorazowi logarytmu funkcyału wykładniczkowego rzędu 1-go 
przez logarytm funkcyi danej. 

Funkcyą nadpochodną rzędu 2-go będzie granica stosunku przyrostka 
wykładniczego rzędu 2-go do kwadratu przyrostka wykładniczego zmiennej 
niezależnej, gdy ten ostatni zdąża do zera. 

Takim sposobem ze związku (7b, IV) wypadnie 


ton Har AE, 
ya ya? .1g f(x) 


Ponieważ jednak łatwo zauważyć, że stosunek 


lg 9, 0 


y? 0 


zdąża niewątpliwie do granicy oznaczonej, którą nazwiemy lg U,, wskutek 
tego mamy 


JT ETE: 
gu  igfla)" 


U, jestto funkcyał wykładniczkowy rzędu 2-go. Tak więc nadpochodna rzę- 
du 2-go równa się logarytmowi funkcyalu wykładmiczkowego rzędu 2-go, po- 
dzielonemu przez logarytm fumkcyi. 
Funkcyą nadpochodną rzędu 3-go będzie granica stosunku przyrostka 
ykładniczego rzędu 3-go funkcyi danej do sześcianu przyrostka wykładni- 
zego zmiennej niezależnej w miarę tego, gdy ten ostatni zdąża do zera. 
- "Takim sposobem ze związku (8a, IV) mamy 
[a rf jn IE % 


P In aei — 1 gi lef (a) 
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atoli iloraz 


zdąża do granicy oznaczonej, którą nazwiemy lg U;, będzie więc 


gd U 
"gas  lgf(z) ’ 


U, jestto funkcyał wykładmiczkowy rzędu 3-go. 

Metoda naszego postępowania na tych kilku przypadkach szczególnych 
jest, jak się zdaje, w sposób dostateczny objaśnioną. Widzimy, że ma miej- 
sce tutaj zupełna analogia do tego postępowania, jakie przyjęliśmy w okre- 
śleniu pochodnych rozmaitych rzędów. Przyjęte powyżej definicye nadpo- 
chodnych pozwalają nam zawsze znaleść ich wartości dla funkcyj zasadni- 
czych. 

Będziemy mieli na zasadzie wzorów poprzedzającego rozdziału: 


g (2) Em da = 
a 


, 


gx 
2 m „2 (qm m [ym m m 
XT) am LE =1,..., OY 2 jm CS) 1 
ge a gz” yx" 
BUS gi MOT Lo doc gram os di 
ga ye . lg lg x lg lg x ga? 
g(a) _ lim av —1 mopy 
go X 
gat) _ ave — Bort] | 
ga = lim va —lgz--1g*z, 
it. p. 


W dalszym ciągu, dla łatwiejszego zrozumienia wszystkich zasad ra- 
chunku wykładniczkowego, postaramy się wyłożyć jeszcze raz cały wspo- 
mniany rachunek niezależnie od przyjętych powyżej definicyj, wypływają- 
cych wprost z teoryi przyrostków wykładniczych skończonych. 

Dla udogodnienia pisać będziemy a zamiast yx, f zamiast yy, y za- 
miast yz it. d. Tym sposobem mając dane 


y=f (a), 
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przypuszczamy, że wykładnik zmiennej niezależnej otrzymał nieskończenie 
mały przyrostek a. Wiemy, że jednocześnie wykładnik zmiennej zależnej 
otrzyma także pewien przyrostek nieskończenie mały 8, będzie więc 


yn? = fnm, 
Skad wypada 
y? — ft) 3 


~ f(x) 


Podnoszac obie strony ostatniego równania do potegi L, będziemy 
mieli 


: A= gr 


Chociaż a i f znikają jednocześnie, to jednak stosunek tych ilości nie 
znika, bowiem druga strona powyższej równości ma postać nieoznaczoną 1” 
i prawdziwa wartość podobnego wyrażenia nieoznaczonego zawsze może być 
znalezioną. Druga strona w równaniu (2) dąży do granicy oznaczonej je- 


dnocześnie, gdy a zdąża do zera. Stosunek £ nazywamy w granicy funk- 
cyą nadpochodną i piszemy: 


(3) y= = lim |£ EL 


f (z) a=0 ý 
Równość ostatnią możemy pisać w kształcie: 


ZB Ha 
yr = lim PM ) 


a=) 


Tlosé nieskończenie małą gy 
— gy 
gy — gat” ge 


nazywamy wykladniczkiem zmiennej zależnej y tudzież podobnie gx nazy- 
wać będziemy wykładniczkiem zmiennej niezależnej z. 


"ht 
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Widzimy więc, ze fumkcya nadpochodna jest ilorazem dwóch wykła- 
dniczków: zmiennej zależnej tudzieź niezależnej. 

Funkcya nadpochodna nie zmienia się, jeżeli zamiast f (x) weźmiemy 
[f (z)]|”, gdzie c oznacza stałą dowolną. 

Istotnie, z równania (3) będzie 


m [ASY fip 
(y^) = lim goa (oy um lim | f (a) 


Jezeli obie strony powyzszego podniesiemy do potegi i , Zauwazymy 


łatwo, że ilość c bez śladu zniknie, wskutek tego nadpochodna = pozo- 


stanie wielkością bez zmiany. Granicę, do której zdąża druga strona (3), 
oznaczmy przez U,, będzie natenczas 


99 
yga — U, i 


Logarytmując ostatnie równanie, otrzymamy 


gv — eu, 
© ge — dgy 
y nazywamy, jak zwykle, zasadą, zaś wielkość U, będziemy nazywać 
fumkcyalem wykładmiczkowym rzędu 1-go. Tak więc, nadpochodna równa 
stę logarytmowi fumkcyału, podzielonemu przez logarytm zasady. 
Z równania (4) widoczna, że 


Jg U 
lg y 


gy — (ge, 
czyli, wykladniczek zmiennej zależnej równa się nadpochodnej, pomnożonej 
przez wykładmiczek zmiennej niezależnej. 

Celem rachunku wykładniczkowego jest dla każdej danej funkcyi zna- 
leść jej fumkcyał i następnie nadpochodną. 

Zadaniem rachunku odwrotnego będzie szukanie zasady, mając daną 
funkcyę nadpochodną. 

Zastosujemy teoryę wyłożoną do kilku funkcyj zasadniczych. 

Niech będzie dana jakakolwiek potęga 


y= a. 
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Nadając nieskończenie małe przyrostki wykładnikom, otrzymamy 
ytHB = gm) 
"skąd wypada 
y? = ame, 
i wskutek tego 
dz uk eh. 


Widzimy więc, że dla danej potęgi stosunek nieskończenie małych 
Bia zawsze pozostaje równym jedności, czyli w granicy mieć będziemy: 


gy 1 
ga 
Będzie więc 
g (ac) P I 
ge x 
czyli 
g (x") = ga. 
Jeżeli mamy dane a=stałej, natenczas, oczywista, będzie a=, tu- 
dziez ga = 0. 
Nadpochodna, oraz wykładniczek ilości stałej są zerami. 
Niech będzie dany logarytm 
y zz. 
Z równania (3) mamy 
" lg (uty 
AR T g (WTS) [a ; 
y/* = lim [en lg © I 
stąd łatwo wypada 
gy d 
ye lim (fa) s 228, 
a=0 
4 I 6 


E 
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będzie więc 


gy _ lge 1 
ge  lgy Ig lg a © 


Tym sposobem mamy nadpochodne logarytmu 


g (lg 2) LEMA; 
ga lg lg x ’ 
oraz 
oy 2 Lee 
PTD) = Cori 


Jestto wykladniczek logarytmu. 
Dajmy funkeye wykladniczq 


ŻLE 


Z równania (3) wynika 


Ponieważ łatwo znajdujemy 


arte 
"T a” | 
a 


= rlgrz.lga 


więc będzie 
gy 
yon = 187 lga E 
skąd przez logarytmowanie otrzymujemy: 


gy__ ©lga.lgz 


Bu We TZ. 


Takim sposobem nadpochodna funkcyi wykładniczej będzie 


CZ 
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wykładniczek 
O(a") — le 2 ge. 


Dalej, niech będzie dana fwnkeya trygonometryczna w postaci: 


A j 
R y =sin z; 
b 
= równanie (3) będzie mieć kształt 
gy in (xi i 
AJ Y sin (z *) a 
9 = lm | m2 de 
Ponieważ wiemy, że 
d I sin (x't«) 
^" sin x 


lim = zcotgzlgz, 


wskutek tego otrzymamy 


gy 
yr = et cotg z.lg a p 


skąd wypada 


gy _ veotevlgza 


gu lg sin æ 
Tak więc nadpochodna wstawy jest 


g (sin x) _ 2 cotg r lg z 


ge lgsinx ° 
oraz wykładniczek 
g (sin LES e E "gz. 
a Niech będzie dane 
i i y = 0082; 
bnie, jak poprzednio, bedzie 
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4 
ye ma ju [see ae | 


COS £ Jao 
Ponieważ wiemy, że 
(> a 
lim — RII = = g tg lg ae; 
mamy więc 
"a 
skad wypadnie 
gy _ —cvtgalgc 
ge lg cos z 


Tak wiee, nadpochodna dostawy będzie 


g(cosz) _  zlga.iga 
ga E lgcosc ’ 
oraz wykladniezek 
| ,,.9gl]gxtg« 
g (eos x) = ETE ERE 6 ge. 


Zupełnie podobnemi sposobami znajdziemy łatwo 


9 (ga) = arare f 
g (coig 2) = — acri ję z f 
g (see x) = Eee i 
g oseca) = — SEE * 
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Dajmy jeszcze fumkcyę kołową w kształcie: 


y — arc sin z, 


bedziemy mieli 
1 
A lim p sin (site) Ja 
FA: arc sing ld 
Wiedząe, że 
I | arc sin sits | 
Hes are sin z 1 x lg x 
a Vl—a*.arcsinxz ' 
otrzymamy 
gy _ x lga 
ge V1—2* are sin x lg arc sin x 


Takim sposobem wykladniezkiem łuku wstawy będzie 


(arc sin 2) = — NNNM) am b 
, VI—2? are sin © . lg are sin æ ` d 


Podobną drogą można znaleźć dla innych funkcyj kołowych: 


x lg © 


g (arc cos z) = — mM. 
V1—2? are cos z . lg are cos z 


Gie aa REA | 
i I RU (14-2?) are tg © lg arc tg & =» 
4 
Ro cote 2) m — mL Er my. i 
(1+2?) are cotg x lg arc cotg © | 
itp. A 
Lu Niech będą dane wiv dwie funkcye ciągłe zmiennej x, tudzież y ich 
iloczyn i 
ü A 
^. y—u.v, 
u=f(a), v=gp(a). à 
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Oznaczając przez a przyrostek wykładniczy zmiennej niezależnej, oraz 
B jednoczesny przyrostek wykładnika funkcyi y, będziemy mieli: 


=| (a+) g (x aja 
(2) . p (2) 


przeszedłszy do granic, z powyższego otrzymamy 


8 
lim y“ = lim 


f (cte) F Mei [i d , 
f (z) RU 
czyli widocznie 


gy gu go 
yw = U9, ys, 


Biorąc logarytmy po obu stronach, będziemy mieli 


Takim sposobem, nadpochodna danego iloczynu będzie 


gt 
g (w) _ Das LE 
E lg (wv) 


tudzież wykładniczek iloczynu 


lgu.gu--lgv. gv 
lg (w) j 


9 (w) = 
Jeżeli będzie dany iloczyn trzech czynników 
Yim uv ws 


u=f(0), 2? 97), weze(, 


natenczas podobnie, jak powyżej, będzie 


E «= | p (a+) , v (ete) Ya 
f (2) . (2) .w (x) 


tudzież w granicy 
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> +) Te a (ataye 
limy* =i E p at [zo 
im y im f (a) lin [£872 lim "Ec 
skad widoczna 
gw e w w 
Ps Use... Ut. uu, 


Logarytmujae, z ostatniego avs otrzymamy 


g(uow) _ lg wu. Ev v. zo WG 


gc lg E "E 


Łatwo zauważyć, ze powyższe twierdzenie o nadpochodnej iloczynu 
rozciąga się widocznie na jakąkolwiek liczbę czynników. 
Dajmy jeszcze «oraz dwóch funkcyi 


w 
ET: 


gdzie 
u fa) oz. 


Będziemy mieli podobnie, jak dla iloczynu, 


f (ata) aa 
P c | | 


f (x) 
v (z) 


Przechodzac do granie, mozemy napisaé 


rea 


lim | ——-— 
lim y ° = — 


czyli 
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Wziąwszy logarytmy po obu stronach powyższego równania, otrzy- 
mamy 


or Y= lg u — =~ dg v, 


skąd wypada nadpochodna ilorazu 


£ (Shs gu. 5 — Igo. 7 
gx \o 1 (=) 
\v 
oraz wykładniczek 
(=) = lg u . gu — lg v . gv l 
NM 2! 


Dla wyprowadzenia nadpochodnej sumy algebraicznej użyjemy metody 
odmiennej od poprzedzającej. Mówiliśmy na początku rozdziału IV, że 


t= grt Ar, yH = y F Ay. 
Stad zapomocą logarytmów otrzymujemy 


lg (z4- Ax) — lg x 


lg x 

$ lg (y4- M) — lg y 
E lg y j 
czyli 
Ax 
eS T (1-4), 
_ _Ay 
Om ylgy- 


£, €y Są to ilości nieskończenie małe, znikające jednocześnie z Ax i Ay. Po- 
dzieliwszy odpowiednio oba ostatnie równania, otrzymamy 


Ay B vylgy.(1+e) 
Aż ^ a zlgz.(1+-e;) 
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(5) dy _ sv ylgy 


Niech będzie dana suma algebraiczna 


YŻY RY tess +e, 


gdzie y,, ya, ..., Yn Są pewne funkcye zmiennej niezależnej x. Różniczku- 
jąc powyżej napisaną sumę, otrzymamy 


dy 


=> dys y 
(6) d = dp + 


du 


dy . 
SMS X 
jeżeli zaś do każdego wyrazu w (6) zastosujemy wzór (5), natenczas będzie 


ylgy ey... lg, Sh 4 de Yo SV | p Fe lg Yn £y» 
vclgr gr alge © lg © dł clgc ga 


skąd łatwo wypada nadpochodna sumy 


£ ( d- v d- FW) 
go 


yu lg ga tu le gy. zb LIA » 
a” Yom T Yn) Tim Fut.. TU ' 
tudzież wykładniczek 
E a +. - ys) 


— Wie. SM + ye IS Vs: SYs +--+ ydg Y. e. 
(W d- 9 + - - Ew) Ig Gi Fn F.. eF Yn) 


Dalej, przypuśćmy, że mamy daną fumkcyę funkcyi 
y = f (w), 
u = g (2). 
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Będziemy mieli widocznie 
yr = f (WH), 
wt? = o (gite), 


Stąd wypada 


(7) 


Jit = 3 F: 


E f (p (x9) Ja 
(8) s S f (p (2) 


a | 


= [fon CI 
f (w 


Jeżeli obie strony równania (7) podniesiemy do potęgi -— , natenczas 
będzie 


M d AT 
= 0 f (w+) fa 
y” » | f (w) 2 


Jestto równanie takie same, jak (8), wskutek tego mieć będziemy 


Przechodząc do granic, z ostatniego otrzymamy 


gy 9% gy 
ym E ga 


więc będzie 
sy _ sy gu 
gu gu gz” 


Jeżeli mamy funkcyę złożoną w kształcie 


y=flu), 


u=vg (2), 


gw), 
natenezas podobnie bedzie 
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yt} = f (uh), T We 
wipe. 
ait omg (ant), 


= [emp 


f (o i 
re w ee = [He EHDE prem, 
f lp tv G3] fle ®©] i (@)- 2. g 
. Podnosząc obie strony równania (t) do potęgi LA, otrzymamy 
| 
Heu ftdt 7 
d f (u) ý 
: RR same, jak (10). Wnioskujemy stąd, że 
| Ae ec £ 
y* $ a = y“ 4 
granicy bedziemy mieli 
ey _ gy Eu ge E 
g£ gu gz ga” 


do prawidła różniczkowania i jest tak samo łatwe do og 
dla wszelkich funkcyj złożonych, jak w rachunku różniczko 


y, że prawidło wykladniezkowania funkcyi złożonej jest ir 
ako definicyę wykładmiczka rzędu 2-go przyjmujemy związek N | 


zo. tesa 
y = lm |--o - Far fae. 
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Jeżeli obie strony powyższego równania podniesiemy do potęgi 


d , natenczas będzie 
a 


Z [CZASIE w 


lla oe = lim i 
> j (erm dos 


Chociaż a? dąży nieskończenie do zera, to jednakże druga strona napi- 
sanego równania nie znika, lecz zdąża zawsze do granicy oznaczonej, którą 
łatwo znaleść zapomocą znanych prawideł. Granicę wzmiankowaną będzie- 
my oznaczać głoską U, i nazwiemy fumkcyałem wykladniczkowym rzędu 2-go 

Tak więc 


g*y 
a 7 
y’ = U 2 


Logarytmując, z ostatniego równania otrzymamy 
" gy _ lg U, 
uel gy o gy ^ 


Widzimy, ze nadpochodna rzędu 2-go równa sie logarytmowi funkcyalu 
rzędu 2-go, podzielonemu przez logarytm zasady. 

Mnożąc obie strony równości (12) przez ga*, będziemy mieli wykła- 
dniczek rzędu 2-go w kształcie 


Zastosujemy powyżej wyłożoną teoryę do funkcyj zasadniczych. 
Dajmy m-tą potęgę 


y — oem H 


Równanie (11a) będzie 


gy A aom ra) i gm © ma’ 
© lI ee 
y? xs i lim goma Ta) 


czyli 


gu 
y?" = p” == Y. 
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Według znanego prawidła będzie 


.. lg at? -etats 
D und 


a 


a=) 


czyli 

lg U, = (Ig x + 1g? x). lg a” 
i wskutek tego 

U, = (a?) tz = ylertigte 


Widoczna. ze 


Tak więc mamy 


Dajmy funkcye trygonometryczną w postaci 


9 RID n^ 
Równanie (11a) bedzie 
1 
: A T sin cto". sin z a _ u. 
mem | (sin zt»)? jo A 


Postępując podług wiadomego prawidła, będziemy mieli 


lg U, = lim 


7 = (s+ lg wilg c. 


lg sin 2+” + lg sin x — 2 lg sin gite 


lg a 


a? 
a:=0 
czyli 
e Tres ihi [ (1+a) z--9* cotg vota — at eotg xt] lg © 
2 Paa —————————ÁÓÁ 


a 
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dita 4 AROSA. PIWIE E 
będzie 


t ele x 
i! lg U4 = | — Saks + wig ©. cotg e+e totg z | lg z. 
fl 
|. Wskutek tego łatwo wypada 
11, sin x alg x 
eo Ps | TIE TY m [7212-3 PR sin 20-5 sin 2; |. 


Weźmy dalej 


y = C08 F. 
Bedziemy mieli 
Sy cos ælta) COS Z - 
y^ = lim [o rie] ZZ W 
(cos gta)? a=0 


Postepujac podobnie, jak poprzednio, piszemy 


(+a)? z? "" 
Ka zyc ow Su a 


a? 
a=0 
skąd wypada 
. —Ige{(l cite! te ite’ — yita , tg git 
lg U, = lim aw EM 
à D a=) 
Szukaną granicą będzie 
2 
i lg U, = — Z lgt s .tgr— elge. tga 
i wskutek tego mamy 
 g (csv) _ olge [ 1 dens | 
aot est alg 05% © lg © + lg @.sin2e -|- > sin 27]. 
. Dajmy 
y=. 
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Równanie (11a) będzie 
1 
gy 1--a)* 1 a 
TW tg cite’, tg x [pde 4 
yo = lim [a ET TEES IM. Uz; 
dalej mamy 
Iz — dim lg tg süt + lg tg c — 2 lg tg vit 
g U: = a? ? 
lg U; = lim [a+#", (1--a) cosec 22'-«* — arte cosee 22«] ss 


Znalazłszy granicę, będziemy mieli z powyższego 


x lg x. cosec 2x 
DJ ud 


= 


lg U, = (1+ lg z — 2z lg x. cotg 22) 
Wskutek tego otrzymamy 


&* (tg x) 
gut 


æ lg æ. cosec 2x 


= (1+ lg x — 2x lg z . cotg 2x) Fig tg © 


Podobnie mając 
y = otg z, 


znajdziemy latwo 


Z cotg © _ 


p Fr (14g x — 2 æ lg x.cotg 22) & lg z. cosec 2z 


2 lg cotg x 


Taką samą, jak powyżej, drogą znaleść można nadpochodne rzędu 
2-go wszystkich innych funkcyi zasadniczych, jako to: sec v, cosec 2, 
arc sin z, arc tg x. it. p. 

Dalej, weźmy zloczyn dwóch funkcyj 


YZY „0% 
gdzie 


u=f (x), v=g(2). 
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Dea c" Z lb. | "ŁBA 
y 97 "SGL w 
Równania (11a) będą miały kształt 


e zz lim [a (zla) SKŻĘ KJ , 
{f (ONERA a=0 

?p 2 E 
ie kn [2 (ata) . p en a 

{p (cnp 


a=0 


Oprócz tego, mamy także dla danego iloczynu 


1 
ph — ji f (a9) . p (zt) . f (x) . p (x) Ye 
9" —- iw | ZĘ HF TITLES 
" | f Gat) , p (cF T , 
ezyli 
Lr 4 f (at Fo?) i » (x) E : q (ar i-a?) . (a) B 

yI” = lim | — ———— —| . lim | ————————— 

Er NET 


Widzimy więc, ze 


gy gu gv 
pee = u” pnm 


skad przez logarytmowanie otrzymujemy 


Yigy=' leu E 


4 
Tym sposobem nadpochodna = 2-go iloczynu będzie 
g? (uv) lg u e + lg v 
gy T lg (uv) 
Mnozac powyższe równanie przez gx? otrzymamy wykładniczek 


Ig u. gu + lg v. g?v 
dioc dag lw) — ' 


Metoda dowodzenia w niezem nie ulegnie zmianie, jezeli zamiast dwóch 
ników wezmiemy trzy, eztery, lub wiecej: podobnie bedzie 
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lg u. PN. g%v-lgw. gw+.. 


2 = 
g*(wuvw..)— lea ota 


Niech będzie dany ¿loraz dwóch funkcyj 


y = — 
yE e 


gdzie 
u=f(z), v= pọ (2). 


Będziemy mieli podobnie, jak w przypadku poprzedzającym 


f (ater) f) 
gy 1 » 
= _ plait") o 9 (x) ©) 
y^ = lim | FE 
p p (ara) d a=0 
skad wypada 
. ; A ; + 
yf = tim [L6 £0) T5. m [e Go) e 2T 
" (f (orto (p (ai+a)\2 f 
czyli 
Jy T as ANN AA 
yita 1,27 : vI” , 


g? 
ge ju lg w ke ga? 
EB 


oraz wykładniczek rzędu 2-go 
:() _ lgw.g*u —lgv. gv 
Ni "ET 
dg 


Nadpochodną rzędu 2-go sumy algebraicznej wyprowadzimy przy po- 
mocy zasad rachunku różniczkowego. 
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Widzieliśmy, że 
SE im [LOTY , 
y^ = lim | qe E 


biorąc logarytmy po obu stronach, będziemy mieli 


2 +a)? -— 
EV jg y = ig EO) + Ig f (0) — Vg fo) 


a=0 


Druga strona powyższego jest wyrażeniem dwukrotnie nieoznaczonem; 


postępując podług prawideł, o których była mowa w rozdziale II, znajdziemy 
łatwo 


Sty _ _wlg®x.f(x).f"(@) +e lg*af(2)f(w) + alg xfix)f'(«)—a? lg? xfa) 


gu [f (x) lg f (z) 
albo krócej 
gy 
ga? 
(13) 


: 12i d l ly? 
A. (lg? 2).y. 55 2 .(g*2).y. dg Hoy lge. d. Ig? « (72) 
ANI M n. UR MUT 
atoli wiemy, ze 


dy — ylgy sy 


da clgo gz 


Uwzględniwszy ostatni związek, z poprzedzającego otrzymamy 


Sy SV. yigy SY 2 y (SY) 
vigy a —Yleylez o —vlsy tie (Eg 


d?y 
d Ig? x 


da? 
Jeżeli więc mamy daną sumę algebraiczną 
Yy=y Fut. 
E wszystkie ilości y; są pewne funkcye zmiennej niezależnej, natenczas 
będzie 


Be 


PT http://rcin.org.pl 


100 
d? d?y dy 
at) em. 


Wskutek tego będziemy również mieli: 


gy £y gy 
E wi | le: y (2) 
ylgy 75 —ylgylga m — yy. zT yg 


e 
= nigy SH — u 1g y go A sy 1g y E + agn (gz) 


gu 


+ w gy, 7; — y lg ys lg z 2 U — yag y, SE + y, 1g (gz) 
e 
2 
stąd otrzymać możemy AUC ,  Wyrugowawszy przedtem 
£W d- T ---) 
gu ` 


Jednak wzór ostateczny będzie dość złożony i wskutek tego ograniczy 
my siẹ tylko przypadkiem dwóch składników. 


Gdy suma ma postać najprostszą: 
y=y tys; 


natenczas z poprzedzającego wzoru, po dokonaniu wszystkich uproszczeń 
otrzymamy nadpochodna rzędu 2-go danej sumy: 


g? (Yi + Ya) 
ga 


Q^ +A v») lg nę 


ZA 
vst ie) ey 3 2 - Even s eh — —ley e) 
u Faen Fi 


Jako określenie nadpochodnej rzędu 3-go mamy równość 


E — lim | ETT Fat) FOS 


1 
{f (attra? )}3 i 1f (zee l5. 
czyli | 
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f B f lim fatta). df (at); D 
i 1 d | | Serpe ils AZAT as fe 
| y {f (ao) . f (w) s 


Granicę, do której dąży druga strona powyższego równania, nazywamy 
funkcyalem wykladniczkowym rzędu 3-go i oznaczamy głoską U,. Przecho- 
dzac do logarytmów, z ostatniego będziemy mieli 


Tak więc, nadpochodna rzędu 3-go równa się logarytmowi funkcyalu 
rzędu 3-go, podzielonemu przez logarytm zasady. 

Wykładniczek rzędu 3-go będzie 
lg U, 


3 gx, 
lgy S 


gy = 


Stosując metodę podobną, jaką wyłożyliśmy na stronieach poprzedza- 
jących dla nadpochodnych rzędu 1-go i 2-go, znajdziemy 


g* (z") 
ga 3 = l ? 


MR. 1. RD M 
RZ 

3 (qm 
sc = lg z + 8 lg? a+ Ig* x, 


it. p. 
Wogóle, jako definicye nadpochodnej rzędu n-go, będziemy mieli ró- 
wność: 


n(n—1h 


yoo — lim f (ato). [f (i9 [f (aatar 18 


n(n—1(n—2) 


. [f (atta) 1 23 [f ()] 


m ostatnim ezynniku piszemy wykladnik + 1, rozumiejąc przez to, że 


- należy brać w przypadku » parzystego i znak — bierzemy, gdy n 
| nieparzysta. 
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Granicę, do której dąży druga strona napisanej powyżej równości, na- 
zywamy funkeyalem wykladniczkowym rzędu n-go i oznaczać będziemy gło- 
ską U„. Takim sposobem mamy 

g'y _ lg Us 


ga" Igy ' 


Nadpochodna rzędu n-go równa się logarytmowi funkcyału rzędu n-go, 
podzielonemu przez logarytm zasady. 
Wykladniezkiem rzędu »-go będzie 


us NEU: - 
Gdy mamy dany iloczyn 
Yow, 


gdzie 
u=f@) i v=g(a), 
natenczas na zasadzie przyjętej fefinicyi będzie 


ky 


9 
yr? = lim f (at^) , p (zo?) , [f (atta!) , p (gatar) 


n(n—1) 


- [f (20+?) . @ (zatarty 18 EW |f (x) . ę A : 
podobnie 


gu 


ue” — lim f (0+). [f (sete 7) ]-* . [f OH) TP, 


g"v n(n—1) 


vga" = lim q (a^) , [p (z099"7?) ]7" , [q (atta) 12 ,, [ę œ). 


gy g"« go 


n ” 
A . v” 


skąd wypada 


E gu pE 
CMS MR M 
ga" lg (wv) | 
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Jestto nadpochodna rzędu n-go iloczynu. 
Sposób dowodzenia pozostaje zupełnie taki sam dla ż/orazu 


yn [d 
e EU igu—& "Ig v 
SUN. S: 


go" 
"7 ee 


v 


Mnozae przez gx”, otrzymamy z powyższych wzorów wykladniezki. 
W szczególnym przypadku, gdy jeden czynnik iloczynu jest stałym 


v= l, 
natenczas będzie wzór prostszy 
lg w 
g” (au) = 
ga sg (au) 


W rozdziale IV wyprowadziliśmy wzór główny (11) w kształcie 


lg f (atro) e 
BTO NN 1 -+n Df-- ——— 


n D n (n 


D mp BEND f+... 


prope 
gdzie gloska 7' oznaczaliśmy przyrostki wykładnicze skończone. 


W rachunku nieskończenie małych zrobimy w powyższym wzorze za- 
miany widoczne: 


i gf PERTE D. 
LF przez ge "yz, JE przez ga? yx? 
I"f przez 3 ZL ; yn, mr 


Bedziemy tedy mieli 


lg f (zv) gf _ | ^(n—l) ef 
lg f (2) rad di 5 - 184: 12 gr 


&(n—1)(n—2) gf 


SOUCI D g hee 
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Dając w ostatnim wzorze 


Ą . " è 
yt = —, n=o, i wiedząc, że (i+ = ze, 


otrzymamy wzór, przedstawiający zupełną analogie do twierdzenia T a y- 
lora 


lgf(x^) _ 4f a gf R gf 
(14) Iw tee CRAS 5 [xe CO: 


gdzie h może być albo ilością stałą, lub też jakąkolwiek nową ilością zmien- 
ną. Dla prawdziwości wzoru (14) koniecznem i wystarczającem jest, ażeby 
szereg był zbieżny. Można jeszcze napisać wzór analogiczny z szeregiem 
Taylora, w postaci danej przez Maclaurin’a; należy tylko w (14) 
x zastąpić przez pewną ilość a, tudzież h przez v, będziemy wówczas mieli 


lef(a^) 44% kę 


5 lg f (a) 
( eS 
+ i33 £T) aU ANE ^ 
yk of 
gdzie (41 oznacza, ze nasamprzód trzeba znaleść (£2) i potem dopie- 


ro zastąpić x przez a; bardzo dogodnem będzie, jeżeli weźmiemy a=e, ro- 
zumiejąc przez e zasadę logarytmów naturalnych. 

Wypada nam tutaj powtórzyć to samo, co i powyżej, że dla prawdziwo- 
ści wzoru (15) konieczną i wystarczającą cechą będzie zbieżność szeregu nie- 
skończonego. 

Widzimy, że rachunek wykładniczkowy wprowadza w analizę matema- 
tyczną szeregi potegowe, odmienne od tych, które napotykamy w rachunku 
różniczkowym. Gdyby rachunek w pewnem danem zagadnieniu naprowa- 
dził nas na szereg zbieżny takiego kształtu, jak napisany po drugiej stronie 
(15), natenczas z zupełną słusznością możemy szereg zsumować, pisząc za- 
miast niego granicę w kształcie, który widzimy po pierwszej stronie (15). 

Szereg (15) możemy także przedstawić w postaci iloczynu nieskończo- 
nego, wiedząc, że 


gf _ lg Ur 
gat  lgf(a)' 
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W rzeczy samej, wzór (15) można napisać tak: 


2 3 
lg f (69) =1+ 2 lg (U). + rz lg (Uae + qzz I8 (UJ). +... 
czyli 


(16) f (a^) =e. (UJ) ; (Us : (0) 98 db 


Przez U, oznaczamy funkcyaly wykladniezkowe rozmaitych rzedów; 
prawidło znalezienia wspomnianych funkeyalów jest nam wiadome dla wszel- 
kich funkcyj f, na zasadzie teoryi, wyłożonej w niniejszym rozdziale. Je- 
żeli w funkcyale U, na miejsce x napiszemy a, natenczas będziemy używać 
oznaczenia (U). 


Dalej, kładąc w (16) 


będziemy mieli 


1 
25 8" 


1 i P 
f(a’) =e. ONEN O .... 


Nakoniec przyjmując w ostatnim związku 


otrzymamy 


(Igy) 


1 sna AH s 
f (y) =e. (U,y66*, (USS yas ET 


Jestto rozkład danej funkcyi ciągłej f (y) na iloczyn nieskończony; 
ażeby wzór był prawdziwy trzeba koniecznie, by iloczyn ten był zbieżny. 

'l'ak więc, rachunek wykładniczkowy prowadzi bezpośrednio do roz- 
kładu wszelkiej fimkcyi ciągłej jednej zmiennej niezależnej na iloczyn nie- 
skończony, podobnie jak rachunek różniczkowy prowadzi do rozkładu danej 
funkcyi na sumę nieskończoną. 

Dla objaśnienia weźmy, naprzykład, jakąkolwiek potęgę 


f (y) =y”. 


Widzieliśmy, ze w tym przypadku nadpochodne wszystkich rzędów by: 
- ły równe jednościom, czyli funkeyaly były równe znowu tej samej danej po- 
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tędze. Wskutek tego iloczyn nieskończony będzie miał kształt 


n 


e! 234 


lg*ügy) 


—-lgidg) Iggy) 
ym =e. emlglgy , o1.2 ".er?8 » 


Dla logarytmu iloczyn nieskończony nie istnieje, gdyż w tym przypad- 
ku wzór (15) da nam 


1 


lglg(a^) — 2 
lg lg a nr lg lg a 


co jest widoczną tożsamością. 
Dla funkcyi wykładniczej 


łatwo zauważyć, że 


będzie więc 


1 1 
iggy > = 
£g =e. eer. cia ^' gist ^" & 


Z ostatniego zwiazku widoczna 


1 1 1 
ye 1-Flgy- pz 8Y F 153 IE v T 9341 E 9 T 


Szereg ten jest dobrze znany i z rachunku różniczkowego, możnaby 
więc zrobić zarzut, że te szeregi, które spotykamy w rachunku wykładnicz- 
kowym, nic nowego nie przedstawiają i ostatecznie prowadzą do związków 
skądinąd już znanych. Sądzę, że zarzut taki byłby oparty na szczególnych 
przypadkach i byłby niesłuszny. 

Wybraliśmy przykłady najprostsze i otrzymaliśmy związki znane z za- 
sad rachunku różniczkowego, lecz gdyby funkcya była więcej złożona lub 
gdyby dana była funkcya trygonometryczna, albo kołowa, natenczas iloczyn 
nieskończony byłby w postaci bardziej złożonej i nieznanej z zasad rachunku 
różniczkowego. Ta zgodność wyników, otrzymanych powyżej za pomocą ra- 
chunku wykladniezkowego z tem, co wiadomem już było z zasad rachunku 
różniczkowego, przedstawia rzetelny sprawdzian, okazujący, że cała teorya 
i te określenia, które daliśmy w rachunku wykładniczkowym, są dobre i zu- 
pełnie zgodne z istotą rzeczy. 
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$ 2. Funkcye wielu zmiennych niezależnych. 


Możemy z łatwością rozszerzyć całkowitą teoryę rachunku wykładnicz- 
kowego, stosując ją do funkcyi wielu zmiennych niezależnych. 


Niech będzie dana funkcya dwóch zmiennych 


ha i (z, y), 
piszemy natenczas 
, 1+a y'+8) 
(17) 2? = lim Poz , 
f (v, y) 


a=0, (i—0 


oznaczając przez gz wykładniczek zupełny. 
Oprócz tego, zgodnie z teoryą, wyłożoną w $ 1 niniejszego rozdziału, 
ustanowimy następujące związki dla wykładniczków częściowych 


Se co Dt y) 
(18) 29r = lim fy , 
A ' m, y^?) 
(19) zw” = lim IUE 
3 f (e, y) 
[== 


Takim sposobem, = oznaczać będzie nadpochodna, wziętą tylko wzgle- 


dem x tak, jakby y było ilością stała; m będzie oznaczać  nadpochodna 


względem samej zmiennej y. Przy pomocy wzmiankowanych oznaczeń wy- 
kładniczki częściowe piszemy w kształcie 


gz gz 


ać Le , Eh gy, 
lub krócej 
822, gy. 
Wykladniezek częściowy rzędu 2- go, wzięty nasamprzód względem ilo- 


ści z, a potem względem y, otrzymamy z (18), kładąc po drugiej stronie y'+° 
zamiast y i następnie dzieląc tak otrzymane wyrażenie przez wartość pier- 
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g’: 
Togu kad 4 


(20) Pin [gm TE y 


fay) ' fem» Li a= 


Zamiast wykładniczka częściowego w kształcie 


y? 


ST EY 


gz gy 
można krócej pisać 
zy 8. 
Będziemy używać obydwóch sposobów pisania. Związek (20) można 


także otrzymać z (19), kładąc po drugiej stronie «'+* zamiast x i następnie 
dzieląc przez wartość pierwotną, będzie wówczas 


peer am (EET, f(y) 
ky | far, y) : f c, y) io B= a 
Wypada więc z tego, ze 
Bay 2 = 8422, 
stad mamy widocznie 


gz g%z 
gcgy —gy.9-- 


Jestto prawo, dotyczące porządku kolejnych wykładniezkowań. 
Mnozae odpowiedniemi stronami równości (18), (19) i (20), otrzymamy 


ję a + E TT -I2 gy o f (at, y+) 
z = lim — — —— 
f (x,y) 
a=0, 8—0 


Porównawszy ostatnie równanie z (17), będziemy mieli 


gagy TN 


9+ = Wt day P ga gy 
z” m$, 
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21) = e E gy4 DE ga gy « 


Wzór ten przedstawia wartość wykładniczka zupełnego rzędu 1-go tunkcyi 
lwóch zmiennych niezależnych i, jak widzimy, ma tutaj miejsce zupełna ana- 
gia do wzoru różniczki zupełnej. 

Ten sam wzór moglibyśmy jeszcze otrzymać z wzoru (21, IV), pisząc 


y= def e ' 
If il. Pe + aL. Jy +a £ ko . By: 


Jeżeli przejdziemy do granie, natenczas z ostatniego będzie 


= of gf gf 
gf = tr 9v "Sari RE dk 


Ta metodą wyprowadzaliśmy wzory rózniezek zupełnych; tej samej dro- 
gi moglibyśmy trzymać się we wszystkich naszych rozumowaniach, dotyczą- 
tych zasad rachunku wykładniczkowego. 

Użyliśmy jednak metody odmiennej tylko dla tego, ażeby ułatwić zro- 
zumienie całej teoryi. 

Z teoryi, wyłożonej na poprzedzającej stronicy, wypadają następujące 
związki dla nadpochodnych: 


gz 1 
5 a [fGsy Te 
TT | f (c, y) LC È 


g: 
a y, TEE yt) yF 
Pate qe 


mu Th (atts, pH. fs yu 
Ey hice y). Fey IE 


W pierwszej granicy, z pomiędzy wyżej napisanych, uważamy y, jako 
ilość stałą; w drugiej granicy uważamy z, jako stałą; w trzeciej szukamy na- 
samprzód granicy względem a tak, jak gdyby 8 było ilością stałą, później 
dopiero szukamy granicy po raz drugi względem f. Postępowanie takie ob- 
jaśnimy na przykładzie. 
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Niech będzie dane 
z — sin (x+y), 
gz 1 
gagy Au +a +8) . si a , 
7” — lim [3565 +y! rache] aim: 


sin (x*** + y) . sin (x + yt?) Joo , B=o 


Trzeba znaleźć granicę 


lg U 
as Mm lg sin(z? t" 4-135) +g sin(z 4- y)—1g sin(z*** - y)—lg sin(z-4- y^?) 
d". a=0 
B=0 


Uważając 8 jako stałą, znajdziemy nasamprzód granicę względem a 


z lg x cotg (x+y?) — x lg x eotg (x+y) 


lg U — lim 
$ B 


a ! 


Granica względem f będzie 


r__ tylgwlgy 
e” sin? (x+y) ' 


wskutek tego mamy 


gz TRE) lg a lg E 
27099 = e sin? (zy) ; 


ezyli 
Me Ll æy lg x lg y 
gwgy sin? (c+y).lg sin (c+y) ` 


Tym sposobem wykładniczek zupełny danej funkcyi będzie mieć kształt 


_ lg cotg (x+y) zach y lg y cotg (z4-y). > 


97 lg sin (vy) lg sin (x+y) 


qui W my Rigo Neo 
sin? (z4-y) lg sin(z4-y) 9777: 
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Ażeby wyprowadzić wzór wykładniczka zupełnego rzędu 2-go napisze- 
my następujące związki: 


2 
I zg 


(22) Zu ERY. (29) 


U (ate, yy? | | 
ah 


f (ats, y**) f (a, y) 
fy). fim yu) c 


a=0, R=0 


a z 
(23) z "^ — lim 


(24) ws — lim f (n, yo") . f (a, y) 
{f (z, y tp 


l= 


Następnie, kładąc w (22) y*t® zamiast y we wszystkich wyrazach po 
drugiej stronie znaku równości i dzieląc przez wartość pierwotną, otrzyma- 
my wyrażenie, które według przyjętych określeń oznaczymy przez 


ts ay * 
S zay 
Z 1 


będzie więc 
f (ct, yt) , f (a, y) . Cf (ait, y) y 


(25) gama” _ lim TYT TO TTE YW" 
V. (wh, yH) . f (ate, y) . f (z, y) 


Podobnie z (24), pisząc z'** zamiast « we wszystkich wyrazach po 
drugiej stronie znaku równości i potem dzieląc przez wartość początkową, 
będziemy mieli 

f (ats, yt). f (zt, y) . Af (z, yy? 


(26) zwa” _ lim —— - 
{f (ats, y)? . f (a, y0 +). f (x, y) 


Nakoniec, kładąc w (25) y't* zamiast y we wszystkich wyrazach 
z drugiej strony znaku równości i podzieliwszy potem przez wartość począt- 
kową, otrzymamy 


4 > 
9 gz A 
z yy 


(27) 
(aty). fr) (pates HI, ftn) (asy) 


(laty: {fatter y) Ef (x yn) (Foy), C 
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Druga stronę równania (27) możnaby było otrzymać z (26), pisząc we 
wszystkich wyrazach «*+* zamiast z i dzieląc przez wartość pierwotną. 
Stąd łatwo wyprowadzamy wniosek, że 


4 zu" x 
J zayy 9 = J yyca ? 


czyli pisząc szczegółowiej, będzie 


e L? gy? = _# vi gy? gz . 
gg 7. 7 5 gy? ga” 
Stąd widoczna, że 
giz g'z 


ga? gy? gy? ga? , 


Tak samo, drugą stronę w (25) można otrzymać z (23) kładąc we wszy- 
stkich wyrazach «"t* zamiast a i następnie dzieląc przez całą wartość po- 
czątkowa; wypada więc z tego 


9 ros 2 = Joyo 2, 
czyli będzie także 
Wo ur ge 
gr*gy — gv gy gx 


Podobnie, jezeli w (23) we wszystkich wyrazach po drugiej stronie na- 
piszemy y't* na miejscu y i podzielimy przez wartość początkową, naten- 
czas zauważymy, że 


PA 0S2. 
Stąd wypływa 
gu usine 
JEJ gy gu 
i t. p. 


Widzimy więc, że prawo o porządku kolejnych wykładniczkowań zga- 
dza się zupełnie z odpowiednim prawem symbolów, które mieliśmy w rachun- 
ku różniczkowym. Jednakże pamiętać trzeba bacznie, że znaczenie symbo- 
low g jest całkiem inne, aniżeli d w rachunku różniczkowym, oraz, że nie 
może mieć miejsca prawo 


http://rcin.org.pl 


| 
i 


* 


| 


! 


g* (zt f st) = ger 
» ga gy" 


które jest zawsze prawdziwem dla symbolów d, w rachunku rózniezkowym. 


Podnióslszy do kwadratów równania (23), (25) i (26) i dodawszy otrzy- 
mane wypadki do odpowiednich stron równań (22), (24) i (27), spostrzezemy 
latwo, ze 


JU s 37 Pay f + Uy z+ 20! ag z * OT op” z+ [PP * 


== lim f (Gora, yt ) s f (%, y) 
f ats, yy 


a= 
p=0 


Jeżeli przyjmiemy, jako definieye wyktadmiczkæ zupełnego rzędu 2-go, 
związek: 


f (utter, y+). f (a, y) 
(fiat, y's) p 


zł: = lim 


, 


a=), A=0 


natenczas z porównania dwóch ostatnich związków, wypadnie 


ghz = Pow 2 + 2g ey Z F G yy 2 H Wey 2 F ŻY ya 2 + głzwyy 7. 


Pisząc bardziej szczegółowo, z ostatniego otrzymamy 


„gz w + oe 90 e gy 


j=. a 
g ga? Kiss Y "e M 


(28) 


9.95 g'z eL 
TRe "art oy apro 


Jestto wartość wykładniczka zupełnego rzędu 2-go funkeyi dwóch 
zmiennych niezależnych. Taki sam wzór, jak powyższy, można otrzymać 


. wprost z (28, IV), przypuszczając, że głoski P oznaczają nieskończenie male | 
. i przechodząc do granic: będzie wówczas 


P f = Fra f + BGreg f + 9 f + WG way fH WD ye f+ Preys f - 


` 
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Podobnym sposobem, z wzoru (29. IV), przeszedlszy do granie, bedzie- 
my mieli 


9? f = g*u» f F 395,9, f + 393.9 f + gty» f+ 39* vf 
+ 6 g*r), 2) f+ 3g* zy f + 398,99 f + 8g, ym f E,D f, 


lub bardziej szczegółowo 


gf 
Pf = Lh . gat ra gt gz’ gy + 3 LE go gy? + LE gy 


ga”. gy JEg 
(29) T3 gt ge* gy +6 LT gx gy +32 RL ga gy” 
ge*gy ga gy gray? 
NET zi ew " «A YO 
+3 o2 28 ; gx? gy? + sy Soy gx? gy? Ra z gx? gy? . 


Wzór powyższy przedstawia wartość wykładniczka zupełnego rzędu 
3-go funkcyi dwóch zmiennych niezależnych. Wyprowadzenie wzorów, od- 
powiadających wykładniczkom zupełnym rzędów wyższych, nie przedstawia 
żadnych trudności, tylko pisanie wspomnianych wzorów staje się coraz bar- 
dziej zawiłe. 

W szczególnym przypadku, gdy będzie jedna zmienna niezależna, zwia- 
zana układem równań: 


z = f (&, y), 
s= ọ (t), y-—wv(), 


natenczas wzory wykładniczków zupełnych przechodzą we wzory nadpocho- 
dnych i przybierają kształt bardziej prosty. 

W rzeczy samej, z wzoru (21). który wyprowadziliśmy w rozdziale ni- 
niejszym, będziemy mieli w przypadku jednej zmiennej niezależnej 


_ ge ge gZ gy g'z gx 

gł ge gł TES gt T gs gy’ gł Pi 
Równanie to otrzymaliśmy z (21), dzieląc wszystkie wyrazy przez gł, 
h J* gz 97 gz 
ge’ gy” gł 
ne, przeto wzór powyższy nie może zawierać ostatniego wyrazu 


atoli wiemy, że stosunki nieskończenie matyc są ilości skończo- 
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gz d 
I. E ‘WY, 

ge gy gt 

gdyż wyraz ten jest zawsze wielkością nieskończenie małą, która w rowna- 
niu pomiędzy ilościami skończonemi musi zniknąć. 


Widzimy więc, że będzie tylko 


(30) gt 5) - gł as (=). gt" 


gdzie (=| oznacza nadpochodną, wziętą tak, jak gdyby y było ilością sta- 


łą i podobnie (£) oznacza nadpochodną, wziętą tylko względem y tak, 
jakby «© było stałą. Dla odróżnienia od rzeczywistych nadpochodnych pi- 
szemy powyższe w nawiasach. 

W zględem nadpochodnej rzędu drugiego i wyższych metody granie sto- 
sować nie możemy, gdyż w tym szczególnym przypadku wykladniezki gx 
oraz gy są również pewne funkcye zmiennej niezależnej t, wskutek tego 
wzór staje się więcej zawiły. 

W rozdziale TV wyprowadziliśmy wzór (17), który możemy napisać 
w kształcie: 


lg f (tre, ytt) ( vf vf vd | 
RT = —1-n[—. | yy tT yayt 

lg f (v, y) T yE yt f= - zy yy c yzx.7y QyUyy 

n (n—l) yaf: pa y» f 2 + SPO Mf 9 
E ES mri 7? Mn. D mea ya? yy EXE 

yf 7 EE | 
z Xo dad a „c? SDB esa , 
hei" m 70 -7Y re ET TY TY + 


gdzie głoski y oznaczaja ilości nieskończenie małe. 
Przypuszczając, że 


Moye =R; n. yy =k, 
N=, 


i wiedzac, ze 


(i++) = ek, tudzież ESI =e, 
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IW. 


z powyższego łatwo otrzymamy w granicy: 


lg f (a**, y^) 
lg f (v, y) 


i 
1e 
~ 


=1+(i E ui. a) 4 rz (we 2 ot 4 ah r. -LE tle. 2T) 


+ 


Wzór ten wyraża związek pomiędzy samemi wielkościami skończonemi 
i z powodu tego po przejściu do granice ilości nieskończenie małe zniknęły. 

Wszystkie wyrazy ostatniego szeregu po kolei pisać łatwo, gdyż pra- 
wo tworzenia ich jest zupełnie takie same, jak w szeregu Taylora dla 
funkeyi dwóch zmiennych. Wskutek tego, symboliczna postać szeregu bę- 
dzie podobna do tej, jaką ma szereg Taylora 


lg f (z^, y^) 
lg f (x, y) 
TY gf |, 9f of 4. mi gf gf? 
=14 pu m 53 ral gE try) + ras (* RTZ gu 
T 


Dla prawdziwości tego wzoru koniecznem i wystarczającem będzie, 
gdy napisany szereg jest zbieżnym. 
idzimy, że rachunek wykładniczkowy dla taunkcyj dwóch zmiennych 
niezależnych wprowadza szeregi nieskończone, należące do typu innego, ani- 
żeli w rachunku różniczkowym. Jednakże postać zewnętrzna szeregów 
w obu rachunkach pozostaje podobną. W napisanym wyżej wzorze możemy 
zrobić zamiany głosek h na z, k na y i odwrotnie, będzie wówczas: 


A p e] 


+ ms [De D T raz | Gp tal oh] + 


Jestto zmieniona postać poprzedniego szeregu; ilości / ik oznaczają 


pewne stałe, z i y zmienne; ra i (E znaczy to, że nasamprzód trze- 
k 
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gf 


ba znaleść nadpochodne s . tudzież 
na miejsce z, oraz k na miejsce y. 
Podobnie, jak dla funkcyi jednej zmiennej niezależnej, moglibyśmy na- 
pisać ostatni szereg w postaci iloczynu nieskończonego; rzecz tę, jako mniej 
ważną i łatwą do wykonania, w wykładzie niniejszym pomijamy. 
Przejdziemy teraz do funkcyj trzech zmiennych niezależnych. 
Niech będzie dana funkcya 


a dopiero potem podstawić h 


ü= f (my). 


Jako definicyę wykładniczka zupełnego rzędu 1-go przyjmujemy zwią- 
zek następujący: 


f (ata, ye, zt) 
f (©, y, 2) 


(31) w = lim 


a=0, (i0, y=0 
Oprócz tego, zgodnie z całą teoryą, na poprzedzających stronicach wy- 


łożoną, będziemy mieli dla wykładniczków częściowych rzędu 1-go: 


g 
; p^ yf (et, y, 2) 

(83) CP Pme v f 

33 n” lim L6 975 2) 

( ) u = aie sere © , 
A=0 

34 ne lim LELA 

( ) u = E MAJ ; 


y=v 
oraz dla wykładniczków częściowych rzędu 2-go będzie: 


By 
A ga gy 


uw gy [ (ait, yete, 2) . 


f (v, yt’, z) 


f (x*t*, y, z) 


(35) f (2, y, 2) 


= lim 


, 
| a=, 80 


(36) V 


(37) 


= tn [een 


(z, y 5, 2). 


dA oy g: 
gum 4 
u = lim 5 


f (at, y, 2) | 
a=0, y=0 d 


f (x, y, 2) 
f (a, yt, 2) 
f (z, Y, z) adas y=0 i 


f (x, y, 2'*7) 


f (©, y, 277) 
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Z powyższych równań wypadają takie związki dla nadpochodnych: 


gu J 

i a” — Him (Le 2). f (s y, ay 
f (2, yt, z) E f (ait, Un z) a=0, B—0 i 

gu : ib 

(38) u^" ^ = lim [£255 y, Z+). f (z, y, 2) E 
f(z,y, zr). f (a, y, Z) Jo=o, ya ” 


gu 1 
we = lim [/ 97,20. f (© y, 2) Ye 
| f (x, y, zt) . f (a, y'*, 2) | 


=ð, y=v 


Z symetrycznego kształtu wyżej napisanych związków, jako też ze 
sposobów tworzenia się, łatwo zauważyć, że 


gu | PW gw gu fu _ gu 
JE JY JY JE’? FEJZ gaga” gyga  gzgy` 


Jakim sposobem znajdują się wartości granic (88), o tem mówiliśmy 
już szczegółowo, mając funkcye dwóch zmiennych niezależnych. Sposób po- 
stępowania był objaśniony na przykładzie; w przypadku trzech zmiennych 
niezależnych metoda pozostanie bez zmiany. 

Dalej, dla wykładniczka częściowego rzędu 3-go mamy 


72 gy Jz rz go gy g: 
w 


39 
E [£5 yt, zr). f (x, y, zt). f (att, yt, z). f (2. y, 2) | 
z 


f (z, yt, zt) : f (art, y, zi) | Ü (2, yt, z) , f (arta, y, 2) ! 


=) 
y=0 
Drugą stronę powyższego otrzymaliśmy z (35), kładąc we wszystkich 
wyrazach z'* zamiast z i następnie dzieląc przez wartość początkową ca- 
łego ułamku. 
Dla nadpochodnej rzędu 3-go z równania (39) otrzymamy 


qu 
gz gy g: 
^t 


$ 
— lim f (ata, yité, zi) . f (x, y, zit). f (a, yt, z) f (at, y, z) Ya& 
Mo [7 (as, yt, zv) . f (By, zr) „f (atts, yt? z). f (2, 9, zlo 
=0 
y= 
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Z symetrycznego kształtu ostatniego równania łatwo wywnioskować, że 


gw gu gu (jt) EO 
gegygz. 9Ug9^ 92 gygzge gzegugy — 


Ażeby znaleźć wartość granicy, która odpowiada nadpochodnej 
3, 
mE , należy nasamprzód szukać granicy względem æ tak, jakby gi; 
były ilości stałe; następnie szukać trzeba granicy, po raz drugi, względem f» 
uważając jeszcze y za stałą, nakoniec po raz trzeci znajdujemy granicę 
względem y. Postępowanie takie w praktyce nie nasuwa żadnych trudności. 
Mnożąc odpowiedniemi stronami równania (32), (38), (34), (35), (36), 
(37), i (39), będziemy mieli duni zwiazek 


ge 


oe E URS IET, on gy E. gag: E ws: + Z gs 


ga gy gz 
gzgy g2 gy 9: 


w 
f (ate, yh, itr) 
/ (a, Un z) 


= lim 


Porównawszy ostatnie równanie z (31), widzimy, że 
* 


gu = gn + gy gy + gą 92 + 


ka gz 


(40) 


di gy gz + 


w JY gz. 
ie no d 


Jestto wartość wykładniczka zupełnego rzędu I-go funkcyi trzech 
zmiennych niezależnych. Ten sam wzór można także otrzymać wprost 
z (41, IV), przechodząc do granic, będzie w tym przypadku 


JE = Ja P+ gy F+-g. FA gh, EF ga: F + gy: P+ Poy: F 


lub, pisząc bardziej szczegółowo, będziemy mieć 


p = a z 
g gn > W + Z gt Eg egy D ge 
GF SE ais 
z 2» 
Fo gygz YP gu gy qz 77 097 
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Wzór ten przedstawia zupełnie to samo, co wzór (40), otrzymaliśmy go 
jednak z odpowiedniego wzoru teoryi przyrostków wykładniczych, przy po- 
mocy granic. 

Podobnie, z wzoru (42, IV) w granicy otrzymamy:, 

g!F = 27,0) F--2g?,, F +272) F--22?,. F--2g?,. P--g?. (9 FP 

+283,0), y F+ 293,0), , F--2g?, (2 F--2g3, 0, F --2g5, (9 F--2g*, S F 

+68 zwy: F4-g*,m, 0) P+ 85,09 F4- gm. F4- 495,0. F 
+424, 3, FH 4g ny dD P+ 2950), 02), F-4-295,0,, 9 FP 


7F25g, (3,9) P+ 25,0) y(2),.(2) P. 


lub bardziej szczegółowo 


y2?]p 
i 27 — P gą? 9 rL gł yi 2 £ go gz 
D ga: +2 TT sy d $ D my? owcze © 
P 2l 
9.8 ry ez ZA yq? y2 
FUTT — T ? ge 3 A s a dodo ga g 


| a ; 
MH 
M EU gy? 4- 2 


3 Jm 


zz " 
Em P. gy? get 2 zagr 8% 82 


b 


y4 


ge? F gr 
ry g2? 6 —— ox gy ve LE gw ? 
RS + ETT RE E + zargi 57 8Y 


+2 


(41) 


ga? gy ge 


AF gir 
2 | ——— 
r SYST 4 uy ‘ga? By gz 


gi 
zy gz 


yi] 
oL sa gett 


ga? gz 


gir "ye g'F 2 
+4 mane STOW Br 4-4 202y o SOW 


2 gr 2 oy? dt Hot zi ? T 
2 zd zy T 8% EV SE +2 zał gy ast Ey GE 


oF 
WA zz gy ps6 SV EU CT as ŚĆ Ay RES. 


gc gy? ee gy? ge 

Tym sposobem otrzymaliśmy wartość wykładniczka zupełnego rzędu 
2-go funkcyi trzech zmiennych niezależnych. Wykładniczki zupełne rzędów 
wyższych mają postać więcej zawiłą, wskutek tego ograniczymy się tylko 
przypadkami, roztrząsanymi powyżej. 
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Jeżeli będzie jedna tylko zmienna niezależna ¢ 
yz uy). 
z-—9(0, y=y(t), z= z7 (t), 
natenczas wszystkie wzory upraszczają się znacznie. 


W rzeczy samej, wszystkie wyrazy równania (40) będziemy mogli po- 
dzielić przez gł 


gu gu gr gu gy AGE gu gz gu gr 


gz gt gz gt | geez’ gi F 


gt gz gt gy gt 


gu gx 
gegy gt "SYF. 


Ponieważ jednak w tym szczególnym przypadku wzór powyższy wyra- 
ża związek pomiędzy samemi ilościami skończonemi z przyczyny, że pierw- 


sza strona E jest ilością skończoną, będzie więc tylko 


sy LL H ££ 4 +6) £ £f 4. + (| gz 
gt Wa) gt gz] gt’ 


Pozostałe wyrazy, jako ilości nieskończenie małe, zniknąć muszą. 
Dalej, wzór (33, IV) możemy napisać w kształcie 


lg F (ca+ra*, ym)”, gtr") 
a a O V. 


=1+n(7 Bus ntn AGE yt yy +. «) 


yyy 
n (n—1) JA ga wł JT yF 
Ta RE do uit Wn rV PIE 
2 
+22 aa P yy 72 +2 US yz RU 


Zakladamy nastepnie: 


n.yc=h, n.yy=k, n.yz=l, 
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n = æ; yx, py, yz są ilości nieskończenie małe, 


dalej wiemy, że 


(i++) =e, ( =) zy) (i zy ER 


n n=% 


Wskutek tego, gdy przejdziemy do granic, z ostatniego wzoru wypa- 
dnie 


Jg F(x", y”, 27) 
lg F (a, y, 2) 


gF gh A [ps8 F 1 gy £F 
Gai i A $2 OB (! go? TZM 777 
de gr gr RE 
p 3A1-8-—. + 2kl I? 
me T LL gz " gy gz vii ge? T 


Postać symboliczna wyżej napisanego szeregu będzie taka: 


lg F(a", ye", z^) 
lg F (x, y, 2) 


PA gF e yk 1 gk gF E 
=1+ (ie ERE +1 + TZ pE kort 
1 gF gej? 
i: ix SE TRUE lhl s RE 


Jeżeli zrobimy zamianę głosek h na x i odwrotnie, k na y i odwro- 
tnie, tudzież / na z i naodwrót, natenczas otrzymamy nową postać szeregu: 


lg P (he, ke, I) 
lg F (h, k,l) 


a E y E 2 r3 E m L E) y E « (9) 
Ege a L a aT às 


w, Y, z oznaczają wielkości zmienne, 4, k, / pewne stałe. 
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$ 3. Objaśnienie geometryczne. 


Rachunek wykładniczkowy przedstawia zmienność innego rodzaju, ani- 
żeli rachunek różniczkowy. Wiemy, że równanie 


(1) y =f (x) lub s= ọ (y) 


geometrycznie wyobraża krzywą, której rzędną jest y, a odciętą w. Dajmy 
na to, że krzywa powyższa jest wykreślona na figurze w kształcie linii AB 
i niech będzie punkt M (v, y) wzięty na krzywej AB. 
Oznaczmy jeszcze drugi punkt W nieskończenie bliski względem. M. 
Dla punktu M' współrzędne zi ulegną pewnej zmianie czyli otrzy- 
mają odpowiednie przyrostki Aw i Ay. 


Jednak zamiast zwiększać y o przyrostek Xy, możemy y mnożyć 
przez y?; tak samo zamiast nadawania przyrostka Az, możńia pomnożyć z 
przez æ“, byłeby tylko a i 8 były ilości nieskończenie male, znikajace ra- 
zem z Av i Ay. 

Takim sposobem zmienność y przedstawi równanie 


_ fie) 
Th TP, * 


oraz zmienność wielkości © wyrazi się równaniem 
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p (y**) 
p (y) 


ee — 


Równania powyższe możemy także pisać w kształcie 


zk f (xt?) t 
z edi fo) ] 


tudziez (2) 


1 
wN- "Pu 
un [75% ayr. 
9 (y) j 
Są to dwa odmienne stany jednego i tego samego równania. Oba 
otrzymać możemy z danego związku (1); wskutek tego możemy rozważać 
tylko pierwsze z równań (2), pisząc krócej 


Równanie ostatnie jest szczególnym przypadkiem równania ogólnego 
(4) e»lBv = R, 


w którem o i R są ilości zmienne, a lg y pewien stały parametr. Wiado- 
mo, że równanie (4) przedstawia spiralne logarytmową w spółrzędnych bie- 
gunowych; œ jest wielkość kąta czyli luk, zaś R jestto promień wodzący 
punktu bieżącego. Jeżeli zatrzymamy uwagę na dwóch punktach MiM’, 
nieskończenie zbliżających się, natenczas, przeszedłszy do granicy, zauważy- 
my, że ilości a i 8 znikają, lecz pomimo to ich wzajemny stosunek nie zni- 
knie. Równanie (3) staje się wówczas takiem: 


gy 
ge t! Ww, 


f 


albowiem granicą stosunku — jest zawsze * = . głoską W oznaczyliśmy gra- 


nicę ilości U. Widzimy z) że dla panktu wspólnego pomiędzy spiralną 
ikrzywą AB mamy: 
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łuk o= 
Sory * 


promień R=W, 


parametr równa się lg y. 


Mówiąc innemi słowy nadpochodna gy geometrycznie oznacza łuk, od- 
L $ 


powiadający kątowi MOP, funkcyał wykładniczkowy W ma znaczenie pro- 
mienia MO. Logarytm zasady czyli rzędnej y oznacza stały parametr lub 
pewne znamię spiralnej, zapomocą którego dana spiralna odróżnia się od in- 
nych tym podobnych linij. 

Asymptotyczny punkt 0 jest biegunem spiralnej. Tym sposobem, ja- 
kikolwiek punkt, dowolnie wzięty na krzywej AB, posiadać będzie odpo- 
wiedni sobie biegun, który łatwo wykreślić, znajdując dla każdego punktu 


vy 
zosobna wartość nadpochodnej it tudzież wartość funkcyału ez *", Dla 


punktu M znajdziemy biegun O, dla punktu M” będzie O”, dla M” będzie 
QE 

Miejsce geometryczne wszystkich punktów O, O", 0”,... będzie pe- 
wna krzywa, którą nazywać możemy biegunową rzędu 1-go. Punktowi M 
będzie odpowiadać jeszcze druga spiralna, podobna do pierwszej, lecz posia- . 
dająca inny punkt asymptotyczny. Dla tej drugiej spiralnej będzie 


promień W, = e^ 
parametr pozostaje bez zmiany lg y. 


Dla punktu M będzie drugi biegun 0,, dla M" biegun O, dla M" 
biegun O, i t. d. Miejsce geometryczne wszystkich biegunów O,, 04, 04,... 
znowu przedstawia pewną krzywą, którą nazywać możemy biegunową rzędu 
2-go. Podobnie, biorąc dla danych punktów wartości nadpochodnej rzędu 
3-go, będziemy w możności wykreślić bieyunową rzędu 3-go, it. d. 

Tak więc, rachunek wykładniczkowy ze sposobu widzenia geometry- 
cznego daje środek kreślenia pewnych linij, które pochodzą z danej krzywej. - 
Gdybyśmy jednak pragnęli otrzymać równania biegunowych, to zadanie ta- 
kie wogóle należeć będzie do bardzo trudnych. Nie możemy także powie- 
dzieć, jakie praktyczne zastosowania będą miały linie biegunowe, lecz wie- 
my, że nauka rozumowa nie liczy się z zastosowaniami do praktyki i nie 
zwraca uwagi na tę ostatnią. 
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VIL Rachunki odwrotne. 


Zadaniem rachunku odwrotnego względem rachunku przyrostków wy- 
. kładniczych skończonych będzie znalezienie funkcyi pierwotnej, której przy- 
rost wykładniczy jest wiadomy. 

Jako symbol wspomnianego rachunku możemy wziąść głoskę /7. Ta- 
kim sposobem, mając 


Df =ę(2), 
będziemy mieli 
II ę (x) = f (x, I). 
Podobnie, dla funkcyj wielu zmiennych, jeżeli mamy dane 
Tu EE 
natenczas w rachunku odwrotnym będziemy pisać 


Il y (0,4, 2,030) = PR, Ya Biv, Le, Ty, T2,...)- 
Najogólniejszem zadaniem będzie ten przypadek, gdy przyrostki wy- 
kładnicze związane są między sobą równaniem. Tak naprzykład, może być 


dane równanie z jedną zmienną niezależną: 


f (x, y, Da, Ty) = 0 
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i trzeba znaleźć funkcyę y taką, ażeby równanie zamieniło się na tożsa- 
mość. 

Może być także dane równanie rzędu »-go z jedną zmienną niezależną 
w kształcie: 


y (x, y, Dz, Ty, My, Dy, ...., Dy) =0; 
zagadnienie będzie zasadzać się na tem, ażeby znaleźć funkcyę y która za- 
mienia równanie, napisane wyżej, na tożsamość. 


W przypadku wielu zmiennych niezależnych ogólny kształt równania 
jest taki: 


$ (20,2, 1.4.45 BĘ TY, TES: SIRT lh ee 


gdzie f oznacza funkcyę wszystkich zmiennych z, y,2,... Należy zna- 
lezé f w takim kształcie, ażeby powyższe równanie zamieniło się na tozsa- 
mość. Zamiast jednego równania może być także dany cały układ równań. 


$ 1. Rachunek zasad. 


Przejdziemy w dalszym ciągu do rachunku nieskończenie małych. Ra- 
chunek odwrotny względem wykładniczkowego nazywać będziemy rachun- 
kiem zasad lub rachunkiem zasadowym. Zagadnienie tego rachunku będzie 
polegać na tem, ażeby znaleźć funkcyę pierwotną czyli zasadę, mając dany 


wykładniczek. Symbolem rachunku zasadowego będzie E znak ten utwo- 


rzyliśmy z początkowej litery słowa „zasada*. 
Przy pomocy umówionego wyżej znaku piszemy 


y=| rose, 


wyrażając tym sposobem, że zasadą dla wykładniezka 
f (2). ga 


jest wielkość y. Funkcya f (x) oznacza nadpochodna. 


Możemy nasamprzód dowieść, że jakikolwiek byłby kształt funkcyi 
f (£), zasada zawsze istnieć będzie. 
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wi n dime); j, widzieliśmy na at i stronicach, że 


dy ylgy gy 
da: zlgz ^ gx 


będzie więc 
dy_ ylgy 
de, wlge ME 
czyli 
dy f (2) li 
ylgy  zlgc 


(fe. 
lg ig y — zlga 
ezyli 
Sa 
a) "EL 


Ponieważ wiemy z wykładu rachunku całkowego, że całka 


‘ fe „ 


i abs 


eS istnieje zawsze, chociażbyśmy nawet nie umieli znaleźć jej pod postacią 
rt skończoną, wnioskujemy stąd, ze zasada y zawsze istnieć musi. 
Pierwsze wzory rachunku zasadowego SKRZAT, odwr acając odpo - 
© sled wzory, wzięte z rachunku wykladniezkowego. ‘lak więc będzie 


j p ga=0, a= const. 
Pi 2L 2lgzgz zlgzgr —— : 
Y ABA (a+2) lg (a+z) ' (a+x) lg (a+z) — SU 


e RH 
g dg 2) = mię: 


g la) = lg cor, jesse. 


4 | «eotg xlgx | z cotg z lg s diae Be) 
pue ane lg sing 9”? lg sin z gu em (ut ay. . 
al. sttgrlggz  —ztgzelga ET A 
BROR) Igcosx 9% | SSR — fe = (cos xut 
BEEN 2 7 , à 2r lg © 2 F l 
POCZ) = sin 2x lg tge 7^" | sin 22 lg tg x Fe iS ey. 
2x lg © — 2x lg x 2 3 
Lura = — sin 2 lg cotg x 9, | sin 2x lg cotg x ahi d Oo 
wwo tigztgęa «lg z tg x z > 
g (sec a) = Ig seca 2e» 2 I Tg see a gz = (sec £) : 
: _ ©lg © eotg x —zlgzctgx | _ 
g (cosec ©) = ACEI gz, | NE TODA ga = (cosec z)”. 
g (are sin z) = EAU RE. { 
V1—3? arc sinzlgare sin s V1—-z* arc sinzlg arc sine 
= (arc sin oy. 
pł conn) sd — xz lgx gr zu — x ]lgzgx 
V1—2a? .arecoszlgarecosa V1—23? are cosalgare cosa 


= (arc cos zx). . 


p (ire ta.z) = “lg x. gr Gl x lg s. gr 


(14-2?) are tg z Ig are tg z’ (1-27) are tg z lg are tg © 
= (arc tg x). 


We wszystkich wzorach powyższych c oznacza stałą dowolną. Oprócz — k 
tego, stosując wzór (1) możemy jeszcze łatwo znaleźć 


9 
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1 „ax 


10 zy 
| dg oy gu = e ^ s lee Nr or, gore Y A 


IE lg? a . ga = e*'8*-* | | esinalge gaa oO | 


at 


| coos alge. gee, \ a. ga = Nae” epar m 


Tak prosty związek rachunku zasadowego z rachunkiem całkowym 
istnieje tylko w tym przypadku, gdy pod makiem | mamy napisaną funkcyę 


nadpochodną rzędu l-go. Jeżeli zaś zasada będzie dana w kształcie 


y -| (T) . gu", 


gdzie ọ (x) oznacza nadpochodną rzędu m-go (m > 1), natenczas związek za- 
sady z rachunkiem całkowym będzie bardzo zawiły i wyrazi się równaniem 
różniczkowem, którego całkować nie umiemy. Tak naprzykład, gdy m=2, 
wówczas w (x) przedstawiać będzie nadpochodną rzędu 2-go. Widzieliśmy 
w rozdziale V (wzór 13), że w tym przypadku będzie: 


li ly 
r'ylga t + xylg?x an ry lg — x? lg? zla) 


© p(s) E ES 


Ażeby znaleźć zasadę y, trzeba całkować powyższe równanie różnicz- 
kowe; niestety, sposoby całkowania są nam tutaj zupełnie nieznane. Odwro- 
tnie, gdybyśmy umieli znaleźć zasadę 


yp eon 
niezależnie od rachunku całkowego, natenczas wiadomym nam będzie sposób 


całkowania równań różniczkowych, napisanych w kształcie (2). 


Ogólniejszem zadaniem rachunku odwrotnego będzie to, gdy mamy da- 
ne równanie wykładniczkowe 


(3) P (z, y, A En 


http://rcin.org.pl 


131 


Napisane wyżej równanie jest rzędu 1-go, gdyż zawiera nadpochodną 
rzędu 1-go. Kształt prostszy otrzymamy, rozwiązując (3) względem E i 


będzie wówczas 


. gy _ HM 
ae Ne? 


czyli 
M gx  Ngy=0, 


Mi N oznaczają pewne funkcye zmiennych z i y. 
Rozwiązanie równania zawsze przedstawiać się będzie w postaci 


y= [f (x), 


gdzie c stała dowolna. 
Może być także równanie rzędu 2-go 


gy 
b g Ws FE gx ; £4) =0 = 
lub wogóle rzędu n-go 
w(zy, W. JY oy Ideo 
ge gar’ gx? 1 7 * ga” — (s 


Równania o wykladniczkach zupełnych mają kształt podobny do równań 
o różniczkach zupełnych: 


mn 


X gr + X X =0. 


æ jest zmienna zależna, z,, 44,..., v, zmienne niezależne. X, X,,... ozna- 
czają pewne funkcye wszystkich zmiennych. 


Równania, zawierające nadpochodne częściowe, będą miały kształt 


© © gx g*z 35 
F(a, a, ty... an, Z 1 E. ey — i 7 
JT, JX JEn JL, JX GL, JX, 
gia g^ c 
p n S uale E, 
Gli gd... JLi Jik . 


Zamiast jednego równania może być także dany cały układ równąń. 
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$2. 0 głównych prawach algorytmii. 


W zakończeniu dziełka niniejszego zestawimy najgłówniejsze prawa al- 
gorytmu matematycznego. Prawem pierwszorzędnego znaczenia w algory- 
tmii jest prawo Newtona. Po raz pierwszy Newton odkrył wzmianko- 
wane prawo w słynnym dwumianie. Według prawa Newtona kształtują 
się bardzo ważne wzory rachunku różnie, tak naprzykład: 


n d 


f (w+nAz) = f (a) + n Mf + MI-E. ECT, 


F (2+nAz, y -n M) = F (z, y) + n MP + a) LFH.. HAF, 


o 1) 


P (z--nXMc, y--nAdy, z-nMz) = P (x, y, 2) --n AD + M52.... 


RAM. 
it. p. 


Podobnie także w teoryi przyrostków wykładniczych spotykamy to sa- 
mo prawo: 


lg f (x--r»") ao PR » nf 
Sro LiB. BTD vec EDT 
qra+T2)" (14 Dy)" = 

lg F (at „ył —=1lęnTrr+ t0. D MF+...+I"F 


lg F (x, y) 


i t. p. 

Opróez tego, wiele wzorów tak w rachunku rózniczkowym, jak i w ra- 
chunku wykładniczkowym zawierają prawo Newtona. Wzorów tych nie 
będziemy tutaj wymieniać, gdyż bardzo łatwo je wskazać. 

Niezależnie od tego, prawo Newtona w rachunkach nieskończono- 
ściowych przechodzi w prawo Taylora. 

Prawo Taylora jest więc drugim waznem prawem algorytmii i spo- 
tyka się we wszystkich szeregach rachunku różniczkowego, jak naprzykład 


f (e) — f) E hf (a) + Tą f" (0) +... 
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qe” h? 2. 
lg f( Lih Hye 5s | ¢ 


BD mit rome S ERPS mtt $ 


lg F (x, y) 


itp. 
Dwa wielkie prawa rozumowe, 1) Newtona, 2) Taylora, rządz 
wszelkiemi symbolami rachunkowemi we wszystkich gałęziach matematyki. 


ZAKOŃCZENIE. 


Życząc sobie, ażeby praca niniejsza była dokładnie zrozumianą przez 
czytelników, dodam jeszcze słów kilka wyjaśnień, dotyczących rozdziałów 
III. 

Roóżnicowamiem nazywamy działanie, wyrażone symbolem A. Działa- 
nie to, jak widzieliśmy, ma znaczenie następujące: Jeżeli mamy funkcyę 
jednej zmiennej niezależnej 9, natenczas, ażeby zastosować różnicowanie 
do tej funkcyi, kładziemy we wszystkich jej wyrazach z+Ax zamiast æ 
i odciągamy wartość początkową 


AD = Brya — 9. 


Jestto definicya ogólna. Funkcya % może nawet zawierać stały przy- 
ro stek Av, określenie działania pozostanie zawsze tem samem. Tak na- 
przykład, gdyby było 


D = F, (2+idz) + F, (z--kAz) + F, (z--lAz) |-..., 
wówczas mamy 
Ad = F, [x + (i-- 1) Az] + F, [c + (k+1) Ax] + £F, [x + (141) M] +... 
...— F, (x + i Av) — F, (a + k Az) — F, (x4+lAv) —...; 


Aw jest zawsze ilość stała, zaś 1% wyraża wielkość zmienną, przedstawioną 
powyższem działaniem. 
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Jeżeli dana będzie funkcya wielu zmiennych niezależnych 24, %,...2n, 
natenczas rozróżniamy różnicowanie zupełne oraz częściowe. Różnicę zu- 
pełną przedstawiamy tak: 


MIU — Buas tyt Ata Gł ATy, ... 77 2 


co znaczy, że wszystkie zmienne x; zastąpiliśmy odpowiednio przez x,+Az, 
i następnie odciągnęliśmy pierwotną wartość całej funkcyi V. 

Różnicowaniem częściowem nazwaliśmy działanie, odpowiadające ściśle 
jednej tylko ze zmiennych z;, tak naprzykład 


da, m cd Pr; + 42; — y 
wszystkie inne zmienne, wchodzące w te samą funkcyę 7, uważamy w tym 


przypadku za ilości stałe. Pomiędzy różnicowaniem zupełnem i różnicowa- 
niami częściowemi istnieje zawsze zależność, którą wyrażamy tak: 


pers n 


; P ) od 1 
AW= XXX, VE AS ua VE AY, ua, F+... 
i ik , “kl p 
SF Bed Fi 


gdzie sumy odnoszą się tylko do kombinacyj liczb 1, 2,...,m. 

Wzoru tego dowiedliśmy tylko dla przypadków szczególnych, gdy ma- 
my funkcye dwóch lub trzech zmiennych niezależnych. Dowodzenie jest zu-: 
pełnie takie same dla czterech, pięciu i wogóle dla n zmiennych niezale- 
żnych. Poczytując to za rzecz łatwą, pozostawiamy wspomniane dowodze- 
nie samym czytelnikom. Wzór powyższy dla funkcyj dwóch zmiennych nie- 
zależnych daje 


af = A, f-+ 4, f+ 5, f. 


Podobnie, dla róznicy rzedu 2-go bedzie 


AAf = A (A, f + A, f + Say f) 
czyli 


Af = A, (A, f + Ay f + Bzy f) + A, (Ae f+ A, f + Atay f) 
+ May (Ae f+ Ay f+ A5, f). 
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136. 
Stąd po wykonaniu wskazanych różnicowań będzie 
Af Gz dze f+ AM. f + A3, of + A*,, f+ Ay r FT AM, yy p 


ES Ates f + AM f+ Atr aya f 
czyli 


Nf = Mae f+ 2 Mey fA A f H2 Bray f+ Ayy f 
+ AS ayy f. 


Wzór ten inną metodą otrzymaliśmy w rozdziale I. - 
Chcąc otrzymać różnicę rzędu 3-go, postępujemy znowu podług tych 
samych prawideł, stosując je do A?f. Tym sposobem można wyprowadzić 
wzory wszelkich różnie rzędów wyższych. Tych kilka powyżej podanych 
wyjaśnień nie uważamy za zbyteczne dla dobrego zrozumienia rozdziału I. 
W rozdziale I mówiliśmy kilkakrotnie, że wzór 
n MS 


f (z-- nir, y - nAy, z+nadz, ...)=f(ay,ż,...)-nAf + J ASF 


(Q) 
n pee —2) 
1.2.3 


+ Bip Ha. ean 


niemoże podlegać żadnej wątpliwości, gdyż jest bezpośrednim następstwem 
przyjętych definicyj różnic Af, 47/,..., Mf i wskutek tego może być uwa- 
.Zany za powszechną definicyę wszystkich różnic. Pomimo takiego zapa- 
trywania wzór powyższy bardzo łatwo można ogólnie i sciśle udowodnić. 
Jeżeli wzór ten jest prawdziwy dla liczby n, natenczas utrzymuje się także 
i dla liczby n+1. W rzeczy samej, stosując symbol A do każdego wyrazu 
równania (Q), otrzymamy 


n aa -4) 


Af (c+naz, y+ndy, z+ndz,...) = Af+n ft - A’? 


ES n ye AY 4... E PH f 


czyli 


f [x T (n4-1) Az, y + (n+1) Ay, z + (n+1) Az,... | 
— f (c+naóz, y+ndy, z+ndz,...) = Af + n Nf 


n e- n (n—1) (n—2) 


n (n—1) 4 n--1 
Xe ccc M Pr Eid 
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Po wyrugowaniu z ostatniego równania f (r+ nar, y 4-nM, z-nAz, . ..) 
przy pomocy wzoru (Q) będziemy mieli widocznie 


f [z + (n+1) Az, y + (n+1) Ay, z + (n1) Az, ...] = f(x wn...) 


inn arg. Się ur 4 gg ay pesce raf 


Dowiedliśmy więc, ze wzór (Q) jest prawdziwym zawsze i postać ze- 
wnętrzna tego wzoru pozostaje bez zmiany tak dla funkeyj wielu zmiennych 
niezależnych, jak i dla funkcyj jednej zmiennej. 

Widzimy, że różnicowanie jest działaniem, które podobnie, jak różnicz- 
kowanie, możemy stosować do wszelkich funkcyj. Otrzymujemy rachunek ró- 
wnie rozległy, jak rachunek różniczkowy. Współcześni matematycy zajmowa- 
li się przeważnie rachunkiem różniczkowym, pozostawili więc odłogiem całą 
niwę rachunku różnicowego. Zdaje się, że ten ostatni rachunek jest narzę- 
dziem badań niemniej subtelnem, aniżeli rachunek różniczkowy. Rachunek 
sum całkowych, sumy całkowe oznaczone w granicach od z, do X, teorya 
równań różnicowych są to wdzięczne pola badań, nadzwyczaj ciekawych 
i prawie jeszcze nietknietych ręką uczonych. Łatwość, z jaką obliczają się 
sumy całkowe oznaczone, wprowadzanie w rachunek odwrotny funkcyj do- 
wolnych peryodycznych są to fakty, zapewniające rachunkowi sum całko- 
wych przyszłość w zastosowaniu do nauk fizycznych. Mniemam, że równa- 
nia różnicowe, jako zachodzące między ilościami skończonemi, będą przed- 
stawiać większą łatwość w zbadaniu własności i natury całek, nawet gdyby 
kształty tych całek nie były bliżej znane, jak w teoryi równań rózniezko- 
wych. Oprócz tego zdaje się, że teorya równań różnicowych wyjaśni wiele 
zagadnień, dotyczących samych równań różniczkowych, bowiem od jednych 
do drugich można zawsze przechodzić zapomocą metody granic. 

W końcu uważam za konieczne zrobić pewne sprostowanie wzorów ró- 
żniczkowych dla funkcyj złożonych 


f=f(ay. z=ę(t), y —v(0. 
Dla pochodnej rzędu 1-go dowiedliśmy w rozdziale II wzoru 


af Gf de y, of dy. 

d o dł * dy PAŁ 
jednak dalej dla pochodnej rzędu 2-go zrobiliśmy nieprawidłowe przejście 
za pomocą metody granie, której w tym szczególnym przypadku używać nie- 
należy. Różniczkując jeszcze raz wzór, powyżej napisany, łatwo otrzymamy, 


d? f af ef d2 af  dyy? ef ndz ly 
dł? eu w + zj e o ce 
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Dwa ostatnie wyrazy zostały nieumyślnie opuszczone w rozdziale II 
i błąd ten niniejszą uwagą prostujemy. 

To samo sprostowanie dotycze także wzoru pochodnej rzędu 2-go dla 
funkcyi złożonej o trzech zmiennych, który mieści się na stronicy 36. 

Z toku naszego rozumowania w rozdziale II i V wypadło bezpośrednio, 
że tak różniczki zupełne, jak i wykładniczki zupełne funkeyj wielu zmien- 
nych niezależnych nie przedstawiają sobą wzorów jednorodnych względem 
nieskończenie małych. Tak naprzykład, różniczka zupełna rzędu 1-go funk- 
cyi dwóch zmiennych niezależnych oprócz dwóch innych wyrazów zawiera 
także iloczyn w kształcie A dz dy, który jest nieskończenie małą rzędu 2-go. 
Podobny wyraz zawiera i odpowiedni wykładniczek zupełny. Jeżeli jednak 
uważać za niewątpliwe następujące twierdzenie: 

„ Wiedząc, że stosunki ilości nieskończenie małych jednakowego rzędu 
mają wartości skończone i dając równanie 


M=N, 


które nie jest tożsamością, powiadam, że gdy M jest funkcyą samych ilości nie- 
skończenie małych rzędu k-go, natenczas i N musi być funkcyą ilości nieskoń- 
czenie małych tylko rzędu k-go*'; 

to z takiego punktu widzenia wszystkie te wyrazy, które naruszają jednoro- 
dność we wzorach różniczek tudzież wykładniczków zupełnych powinny być 
opuszczane bez nadwerężenia ścisłości, jako nieskończenie małe rzędów wyż- 
szych. Nie mając jednakże niewzruszonej pewności co do powyżej wysło- 
wionego twierdzenia, wolałem był wzory różniczek oraz wykładniczków pi- 
sać tak, jak się one przedstawiają wprost przy rozumowem wyprowadze- 
niu. Mniemam, że ta kwestya przez innych matematyków ostatecznie wy- 
świetloną będzie i dowody wyżej omówionego twierdzenia staną się jasne 
i niewątpliwe. 

W rozdziale III powiedziałem, że wzory sum ¢alkowych pod postacią 
skończoną znane są tylko dla funkcyj wymiernych całkowitych. Zauważy- 
łem jednak później, że w „Zraktacie rachunku różniczkowego i całkowego* 
(Traité élémentaire de calcul différentiel) S. F. Lacroix r. 1806 są między in- 
nemi podane wzory sum dla funkcyj wykladniezych i trygonometrycznych. 


KONIEC. 
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Wa as d l 


ce 


Str. 3 wiersz ostatni: zamiast 357 = (1+347) A etc... powinno być: SF 
= F (x+83Ax) — ete... 
aa Str. 4 wiersz 10-ty z góry: zamiast A^ F = A (x-F Xr) — etc... powinno bé 
ET F (x+kAx) — ete... 


rue 


A 3 i KF uF 
1 Str. 21 wiersz 10-ty z góry: zamiast a dał powinno być acd 


H 


TX 
Str. 20 wiersz 19 z góry; zamiast: Twierdzenie, powinno być: Twierdzenia.. 
| n a | ji 
Str. 90 wiersz 5 z góry: zamiast y* powinno być y? . à 
wh | 


wees y). 


Str. 111 we wzorze ostatnim w liczniku zamiast / (z'**'", y) powinno 4 
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